Dietrich Grau

Elektrodynamik und
Quantenmechanik fuir Lehramt

Version 2.68 [2024-10-12]

Jeweils neueste Version: siehe http://www.dietrich-grau.at/


http://www.dietrich-grau.at/

Erstellt mit LualdTgX, KOMA - Script, microtype, IBM Plex Text Fonts, STIX Two Math Fonts, unicode-
math, amsmath, empheq, AutoCAD, mdframed und hyperref

Dr. Dietrich Grau

Assistenzprofessor und Universitiatslektori. R.
Institut fiir Theoretische Physik

Technische Universitit Wien

Die Bilder auf der Titelseite zeigen in der ersten Reihe Michael Faraday
(1791-1867), James Clerk Maxwell (1831-1879), Hendrik Antoon Lorentz
(1853-1928, Nobelpreis 1902) und Albert Einstein (1879-1955, Nobelpreis
1921), in der zweiten Reihe Max Born (1882-1970, Nobelpreis 1954), Er-
win Schrodinger (1887-1961, Nobelpreis 1933), Werner Heisenberg (1901-
1976, Nobelpreis 1932) und Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984, Nobel-
preis 1933).

© 2017 Dietrich Grau

Die PDF-Datei dieses Werkes darf in keiner Weise verdndert werden. Sie darf ausgedruckt, wei-
tergegeben, in Dateiarchiven gespeichert und auf Webseiten gestellt werden. Das Werk darfin
unveranderter Form sowohl elektronisch als auch auf Papier weitergegeben werden, fiir die
Weitergabe darf aber kein Entgelt verlangt werden, das iiber die reinen Selbstkosten — wie Druck-
oder Kopierkosten — hinausgeht.



Vorwort

Dieses Skriptum sollte den Horern meiner Vorlesung ,,Theoretische Physik 2 fir Lehr-
amtskandidaten“ an der TU Wien das Mitschreiben ersparen und ihnen damit ermog-
lichen, sich ganz auf den Vortrag zu konzentrieren. Es wurde deshalb grofser Wert auf
Ausfihrlichkeit, Vollstandigkeit der Argumente und Verstindlichkeit gelegt.

Zu einer Anzahl spezieller Fragestellungen wird in Fufsnoten zum Text weiterfiih-
rende, teilweise auch sehr anspruchsvolle Literatur zum Nachschlagen angegeben. Im
Literaturverzeichnis sind aber nur jene Lehrbiicher der Theoretischen Physik angefiihrt,
von denen ich finde, dass sie sich aufgrund von Umfang, Stoffauswahl und Darstellung
fir Lehramtskandidaten besonders gut als begleitende Lektiire eignen.

In den acht Jahren, in denen ich die Vorlesung gehalten habe, habe ich viele Ergan-
zungen und Anderungen vorgenommen und auch nach meiner Pensionierung habe ich
das Skriptum weiter aktualisiert und den Studenten zur Verfiigung gestellt.

Da ich denke, dass diese Unterlagen wegen der ungewohnlich ausfiihrlichen Erkléa-
rungen und detaillierten Zwischenrechnungen auch anderen Personen nitzlich sein
konnten, stelle ich sie jetzt iber meine Homepage allen an Elektrodynamik und Quan-
tenmechanik Interessierten zur Verfiigung. Voraussetzung fiir das Verstandnis sind
Kenntnisse der Mathematischen Methoden der Theoretischen Physik, der Klassischen
Mechanik inklusive der hamiltonschen Formulierung derselben sowie der Speziellen
Relativitatstheorie.
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Kapitel 1

Mikroskopische Elektrodynamik
(Maxwell-Lorentz-Theorie)

1.1 Elektrisch geladene Teilchen und
elektromagnetisches Feld

Die klassische mikroskopische Elektrodynamik (s. Abb. 1.1) befasst sich mit der Be-
wegung stabiler elektrisch geladener Mikroteilchen (Elektronen, Kerne) zufolge der
elektromagnetischen Wechselwirkung zwischen den Teilchen sowie allfalliger dufserer
elektromagnetischer Krifte und mit der von den Teilchen aufgrund ihrer beschleunigten
Bewegung abgegebenen elektromagnetischen Strahlung. Sie idealisiert die Teilchen
als klassische Punktteilchen mit elektrischen Ladungen qp, (q, # 0) und Massen my?!
(b = 1,2,...,N) und beschreibt die elektromagnetischen Kréfte sowie die elektroma-
gnetische Strahlung durch ein klassisches kontinuierliches Feld, das maxwellsche elek-
tromagnetische Feld. Sowohl den Teilchen als auch dem Feld wird eine eigenstindige
physikalische Realitit zugeschrieben.?

Im Rahmen dieser Modellvorstellungen gelingt es, einen weiten Erfahrungsbereich
zufrieden stellend zu beschreiben. Wie jede physikalische Theorie besitzt allerdings
auch die Maxwell-Lorentz-Theorie einen begrenzten Anwendungsbereich (s. Abschnitt
1.7).

Die zwischen den Teilchen zusétzlich zu den elektromagnetischen Kraften wirkenden
Gravitationskrafte werden vernachlissigt. Dies ist moglich, da die elektromagnetischen
Krafte zwischen geladenen Mikroteilchen rund 10*°-mal so stark sind wie die Gravitati-
onskrafte.? Fiir die Formulierung der Theorie ist dies ein gliicklicher Umstand: Aufgrund
des Aquivalenzprinzips kann es namlich keine lorentzkovariante (L-kovariante) Gravi-
tationstheorie geben, sodass eine konsistente Einbeziehung von elektromagnetischen
Kréaften und Gravitation nur unter Zugrundelegung einer gekriimmten Raum-Zeit, also
in der Allgemeinen Relativititstheorie, moglich ist.

1Da es in der Natur keine masselosen geladenen Teilchen gibt, gilt auch mp # 0.

2Bei einer solchen Aussage ist der Modellcharakter physikalischer Theorien zu beachten.

3Die Coulombabstoung zweier ruhender Elektronen ist um den Faktor 4 - 1042 stirker als die Massenan-
ziehung, fiir Protonen betrigt der Faktor ungefihr 1036,
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Abbildung 1.1: Maxwell-Lorentz-Theorie



1.1 Elektrisch geladene Teilchen und elektromagnetisches Feld

Die elektrischen Ladungen und die mit ihrer Bewegung verbundenen elektrischen
Strome werden als Quellen (,Erreger®) des elektromagnetischen Feldes interpretiert.
Beim abgeschlossenen System ist das vorhandene Feld allein von diesen Systemquellen phy-
sikalisch verursacht. Es beschreibt die Ubertragung von Energie, Impuls und Drehimpuls
zwischen den Teilchen zufolge deren elektromagnetischer Wechselwirkung sowie die
Abgabe von Energie, Impuls und Drehimpuls durch Abstrahlung. Beim nichtabgeschlosse-
nen System werden neben den Systemquellen vorgegebene dufsere Quellen und (oder)
vorgegebene einlaufende Strahlungsfelder zugelassen. Einlaufende Strahlungsfelder
kann man sich von im Unendlichen befindlichen Quellen herrithrend denken.

Die dufderen Quellen nennt man so, weil sie von aufsen aufgeprigt sind und deshalb
nicht zum System gezihlt werden (,aufsere” muss also nicht ,,in einem anderen Raum-
bereich befindlich“ bedeuten). Die entsprechenden Ladungs- und Stromdichten werden
durch vorgegebene Funktionen von Ort und Zeit beschrieben. Die betreffenden Quellen
iiben elektromagnetische Kréfte auf die N Teilchen des Systems aus?, wihrend deren
Rickwirkung auf die dufseren Quellen kompensiert wird. Diese Kompensation, d. h. das
»Erzwingen® der vorgegebenen Orts- und Zeitabhdngigkeit, ist nur durch Einwirken
nichtelektromagnetischer Kriafte auf die &ufderen Quellen méglich (mechanische Kréfte —
Kraftwerk, chemische Krifte — Batterie). Von den dufseren Quellen nehmen wir entspre-
chend an, dass sie keine mikroskopischen rdumlichen Schwankungen aufweisen.

Das vorhandene elektromagnetische Feld ist beim nichtabgeschlossenen System
nicht allein von den Systemquellen, den N Punktladungen, physikalisch verursacht,
sondern auch von den aufseren Quellen und von Quellen im Unendlichen (falls ein ein-
laufendes Strahlungsfeld vorhanden ist). Es beschreibt neben der elektromagnetischen
Wechselwirkung der Teilchen und der Abstrahlung der Teilchen auch die Wirkung der
dufderen Quellen und (oder) des einlaufenden Strahlungsfeldes auf die Teilchen.

Die wechselseitige Bedingtheit von Teilchenbewegung und Feldverdnderung muss
in der mathematischen Formulierung der Theorie durch ein gekoppeltes Differential-
gleichungssystem fiir die Teilchenbahnen und die elektromagnetischen Feldfunktionen
ausgedriickt werden. Man benotigt also Feldgleichungen, in welche alle im Endlichen be-
findlichen Quellen eingehen, ein Kraftgesetz, welches die Krifte auf eine Punktladung zu
berechnen gestattet, sowie Bewegungsgleichungen fiir die N Punktladungen. Zusétzlich
sind noch Anfangsbedingungen bzw. asymptotische Bedingungen erforderlich.

Lorentz hat 1902 als erster eine solche Teilchen-Feld-Theorie durch Kombination
von Maxwellgleichungen, Lorentzkraft und (nichtrelativistischen) Bewegungsgleichun-
gen formuliert, weshalb die mikroskopische Elektrodynamik auch als Maxwell-Lorentz-
Theorie bezeichnet wird. Sie war die , Elementarteilchentheorie® jener Zeit. Lorentz
nannte die Teilchen , Elektronen” oder ,,Punkte” (in heutiger Terminologie handelt es
sich um Elektronen und Kerne), weshalb man auch von der ,lorentzschen Elektronen-
theorie“ spricht.

4 Nichtelektromagnetische dufdere Krafte sollen auf die N Teilchen des Systems nicht wirken.
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1.2 Tragheitsprinzip und Relativitatsprinzip

Die Maxwell-Lorentz-Theorie lasst sich — wie wir zeigen werden — als lorentzkovariante
Theorie formulieren. Thre Gesetze sind dann forminvariant gegentiiber Lorentztransfor-
mationen, die Theorie gentligt also dem einsteinschen Relativitdtsprinzip. Die Spezielle
Relativitditstheorie stellt somit eine ,Rahmentheorie” fiir die klassische Elektrodynamik
dar.® Deshalb rekapitulieren wir hier einige Grundprinzipien der Speziellen Relativitéts-
theorie.

Naturgesetze haben in verschiedenen Bezugssystemen® i. Allg. eine verschiedene
mathematische Form. Das galileische Trégheitsprinzip postuliert die Existenz einer spezi-
ellen Klasse von Bezugssystemen, der Inertialsysteme, in denen die Naturgesetze eine
besonders einfache Form besitzen. Das Relativitdtsprinzip postuliert die Gleichberechti-
gung aller Inertialsysteme, verlangt also dartiber hinaus, dass diese einfache Form in
allen Inertialsystemen sogar dieselbe ist (Forminvarianz = Kovarianz der Naturgesetze
bei Wechsel des Inertialsystems). Diese Prinzipien stellen heuristische Hilfsmittel zur
Analyse der Raum-Zeit-Struktur und der Transformationen zwischen Bezugssystemen
dar.

Definition: Inertialsystem

Ein Bezugssystem heifst Inertialsystem, wenn in ihm die kraftefreie Be-
wegung eines Teilchens gleichférmig geradlinig verlauft, und zwar bei
beliebiger Teilchenart, beliebiger Wahl des Anfangszeitpunktes, der An-
fangslage und der Anfangsgeschwindigkeit.

Heuristisches Prinzip: Galileisches Tragheitsprinzip

Es gibt in der Natur raumzeitlich unendlich ausgedehnte Inertialsysteme.

Heuristisches Prinzip: Relativitatsprinzip

Alle Naturvorginge laufen unter gleichen Anfangs- und Randbedingungen
in allen Inertialsystemen gleich ab, gleichartige physikalische Experimente
fihren in allen Inertialsystemen zu gleichen Resultaten. Mathematisch
ausgedrickt: Gleichungen, die Naturgesetze ausdriicken, miissen sich so
formulieren lassen, dass sie gegentiiber jenen Transformationen, welche
Inertialsysteme verkniipfen, forminvariant (kovariant) sind.

Diese beiden Grundprinzipien stellen eine gemeinsame Basis der newtonschen und
der klassischen relativistischen Mechanik, der newtonschen Gravitationstheorie, der

SEine analoge Aussage gilt auch fiir die Quantenelektrodynamik.
6Unter einem Bezugssystem verstehen wir ein Koordinatensystem, das mit synchronisierten Uhren an
den Ortsmarken ausgestattet ist.
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klassischen Elektrodynamik, der nichtrelativistischen und relativistischen Quanten-
mechanik und der Quantenfeldtheorien, speziell der Quantenelektrodynamik, dar. Le-
diglich die einsteinsche Gravitationstheorie (Allgemeine Relativitatstheorie) fallt aus
diesem Rahmen heraus: Sind starke gravitierende Massen, z. B. ein schwarzes Loch, in
raumzeitlicher Nahe der untersuchten physikalischen Vorgiange vorhanden, so muss die
Krimmung der Raum-Zeit berticksichtigt werden. Das galileische Tragheitsprinzip muss

dann aufgegeben werden, es gibt dann lediglich ,,raumzeitlich lokale Inertialsysteme*“.”

Die Form der Transformationen, welche Inertialsysteme verkniipfen, ist durch die bei-
den heuristischen Prinzipien bereits weitgehend festgelegt. Eine endgiiltige Festlegung
gelingt durch einen Zusatz zum Relativititsprinzip.

Galileisches Relativitatsprinzip

Relativitdtsprinzip ergdnzt durch den galileischen Zusatz:

Die Uhren laufen in allen Inertialsystemen synchron (univer-
selle bzw. absolute Zeit).

Auf dem Boden des Relativitatsprinzips ist dies — wie man in der Relativititstheorie
zeigt — gleichwertig zu folgendem Zusatz: Physikalische Wirkungen breiten sich mit
unendlicher Geschwindigkeit aus.

y I ,yl I!

2z 2!

Abbildung 1.2: Relativbewegung der Koordinatensysteme
zweier Inertialsysteme I, I’ bei Standardkonfiguration

Kann das galileische Relativititsprinzip zugrunde gelegt werden, so findet man fir das
Transformationsgesetz der Raumzeitkoordinaten eines , Ereignisses“® E bei Wechsel
des Inertialsystems fiir Systeme in Standardkonfiguration (achsenparallele Koordinaten-
systeme, Relativbewegung in x- bzw. x'-Richtung mit der Geschwindigkeit V bzw. —V,

7Ein raumlich nicht zu weit ausgedehntes frei fallendes, gegen den Fixsternhimmel nicht rotierendes
Laboratorium (wie die einsteinsche Aufzugskabine) stellt ein derartiges ,Fast-Inertialsystem® dar.

8Gemeint ist ein Punktereignis, das ist ein physikalischer Vorgang, dessen raumzeitliche Ausdehnung
(gemessen in einem beliebigen Bezugssystem) unter den gegebenen Umstinden vernachlissigt werden
kann (Beispiel: Zusammenstofs zweier Punktteilchen).
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Zusammenfallen der Koordinatenurspriinge fiir t = t' = 0 [siehe die Abbildung 1.2]) die
Galileitransformationen:

' =t, t =t,
x'=x-Vt, x = x'+Vt,
y =1y, y =Y,
z' = z; z = z'.

Die newtonsche Mechanik entstand auf dem Boden der Annahme der Existenz von
augenblicklich tiber die grofsten Entfernungen wirkenden Kraften zwischen Teilchen
bzw. Kérpern, d. h. als Fernwirkungstheorie mit instantanen Fernkréften. Die Einfiihrung
eines Feldes fir die Beschreibung der newtonschen Gravitationswechselwirkung?® stellt
ein rein formales Hilfsmittel zur eleganteren mathematischen Beschreibung dar. Die
Feldstarke in einem Aufpunkt wird bei beliebiger Bewegung der ,felderzeugenden®
Teilchen aus der jeweiligen Momentanlage aller Teilchen berechnet. Eine solche Feld-
starke g(r, t) lasst sich also durch die Momentanlagen r,(t), r,(t), ... , rn(t) der Teilchen
ausdriicken und dadurch aus den Grundgleichungen eliminieren (s. Seite 29). Sie ist
ein mathematisches , Gespenst®, weshalb man dem Feld im Rahmen der newtonschen
Gravitationstheorie keine physikalische Realitidt zuschreiben sollte.

In der Elektrodynamik stellte man experimentell eine endliche Signalgeschwindigkeit
der Wirkungen fest. Da sie als Ausbreitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Wellen
im Vakuum (d. h. im ,leeren Raum®) gemessen wird, heifst sie auch ,Vakuumlichtge-
schwindigkeit®. Ihr Wert ist durch

¢ =2,99792458-10'° cm/s

gegeben.1? Die Krifte, die in einem elektromagnetischen Feld auf eine Testladung wirken,
werden nicht durch die rdiumliche Lage der felderzeugenden Ladungen im betreffen-
den Augenblick bestimmt. Eine Anderung an einer felderzeugenden Ladung kann sich
an der Testladung nur mit einer entsprechenden Verzogerung (Retardierung) bemerk-
bar machen. Die Maximalgeschwindigkeit der Ausbreitung der Wirkung nennt man
ihre Signalgeschwindigkeit. Sie bestimmt die kiirzestmogliche Zeit, nach der die ers-
te Nachricht (das erste Signal) iiber eine an einem Teilchen eingetretene Anderung
zu einem anderen Teilchen gelangen kann. Halt man an einer Fernwirkungstheorie
fest, so muss man retardierte Fernkrafte einfihren. Da in einer retardierten Fernwir-

9Strahlung, d. h. Gravitationswellen, gibt es in der newtonschen Gravitationstheorie nicht.
10Seit der Neudefinition der Lingeneinheit Meter im Jahre 1983 besitzt die Vakuumlichtgeschwindigkeit
diesen Wert definitionsgemdifs (,Das Meter ist die Lange der Strecke, die Licht im Vakuum wéhrend des
Intervalls von 1/299792458 Sekunden durchlduft®). Die weiteren Stellen sind also seither definitions-
gemadis null.
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kungstheorie'! die durch Wechselwirkung von einem Teilchen auf ein anderes Teilchen
ubertragene Energie und ebenso der Gibertragene Impuls und Drehimpuls wihrend
der ,Laufzeit” ,verloren® sind, konnen die Erhaltungsséatze fiir diese Gréfden nur ,,im
Zeitmittel” aufrechterhalten werden, und auch das nur, wenn man einen fiktiven ,,Absor-
ber“ im Unendlichen postuliert, der den Energie-, Impuls- und Drehimpulsverlust des
Systems durch Abstrahlung ,simuliert”. Um diese Nachteile zu vermeiden, fiihrt man
in der iblichen Formulierung der klassischen Elektrodynamik neben den Ladungen
ein kontinuierliches Objekt mit eigenstdndiger Realitét, das Feld, ein, welches ebenfalls
Energie, Impuls und Drehimpuls besitzt. In einer solchen Nahwirkungs- bzw. Feldtheorie
vermittelt das Feld die Wechselwirkung zwischen Ladungen und beschreibt dartiber
hinaus die elektromagnetische Strahlung.

In der Quantenfeldtheorie der elektromagnetischen Vorgénge, der Quantenelektrodynamik,
tritt an die Stelle des klassischen Feldes ein ,,quantisiertes Feld mit , korniger Struktur®. Die
Wechselwirkung zwischen elektrisch geladenen Teilchen wird dann durch den , Austausch”
von Photonen vermittelt, die Photonen sind aber auch die Quanten der elektromagnetischen
Strahlung.

Nach dem Relativitatsprinzip muss — wie man in der Relativitatstheorie zeigt — der
Wert der Signalgeschwindigkeit nicht nur fir alle Inertialsysteme derselbe sein, er muss
auch fiir alle in der Natur vorkommenden Wechselwirkungen derselbe sein. Der galilei-
sche Zusatz zum Relativitatsprinzip ist entsprechend durch den folgenden Zusatz zu
ersetzen.

Einsteinsches Relativitatsprinzip

Relativitdtsprinzip ergdnzt durch den einsteinschen Zusatz:

Die Signalgeschwindigkeit physikalischer Wirkungen ist end-
lich und durch ¢ = 2,99792458-10'° cm/s gegeben.

Damit folgen anstelle der Galileitransformationen auch andere Transformationen fiir
die Raumzeitkoordinaten von Ereignissen (und damit auch andere Transformationen fiir
andere physikalische Grofsen), nimlich die Lorentztransformationen. Fiir Inertialsysteme
I, I’ in Standardkonfiguration lauten sie

r Vx _ ’ Vx'
= y(t- ), t =y +5).
x' = y(V)(x-Vi), x = y(V)(x' 4+ Vt'),
y/ — y’ y — yl’

Z’ = z; z = Z/;

11Eine derartige Formulierung der klassischen Elektrodynamik wurde 1929 von Fokker vorgeschlagen
und 1945 von Feynman und Wheeler sehr detailliert studiert; s. dazu Rohrlich, F.: Classical Charged
Particles. World Scientific, Singapore 2007.
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Mit der Analyse der physikalischen Konsequenzen dieses Transformationsgesetzes be-
fasst sich die Spezielle Relativititstheorie (c als Grenzgeschwindigkeit materieller Korper
relativ zu beliebigen Inertialsystemen, Relativitiat der Gleichzeitigkeit, Zeitdilatation,
Lorentzkontraktion etc.). Fiir Erfahrungsbereiche, in denen die auftretenden Geschwin-
digkeiten betragsmaéfdig wihrend der Gesamtdauer des Experimentes sehr klein gegen ¢
bleiben, ist naturgemafs das galileische Relativitdtsprinzip eine brauchbare Basis der
Physik. Newtonsche Mechanik und nichtrelativistische Quantenmechanik gehoéren in
der Tat zu den erfolgreichsten physikalischen Theorien.

y(V) =

Esist kein Zufall, dass die Spezielle Relativitdtstheorie im Zusammenhang mit der Elektro-
dynamik entdeckt wurde, und es keinen nichtrelativistischen Vorldufer der Elektrodynamik
gegeben hat: Erstens erreichen elektrische Ladungen aufgrund der grofsen Stirke elektroma-
gnetischer Wechselwirkungen bei vielen experimentell zugédnglichen Systemen relativistische
Geschwindigkeiten, zweitens lassen sich elektromagnetische Wellen experimentell wesentlich
leichter nachweisen und untersuchen als Gravitationswellen.!?

1.3 Elektrische und magnetische Feldstarke.
Kraft auf eine Testladung

Das elektromagnetische Feld wird mathematisch durch zwei Vektorfelder beschrieben.
Die entsprechenden Feldstirken E(r,t), B(r,t) werden als elektrische Feldstirke bzw. ma-
gnetische Feldstirke bezeichnet. Die Berechnung des elektromagnetischen Feldes erfolgt
bei gegebenen Quellen und gegebenem ,einlaufenden” Strahlungsfeld mithilfe der Feld-
gleichungen des elektromagnetischen Feldes, der Maxwellgleichungen (s. Abschnitt 1.6).
Die Bedeutung von E, B wird durch folgende Messvorschrift erhellt: Die Kraft auf eine
mit der konstanten Geschwindigkeit vt bewegte Testladung'3 qp am Aufpunkt r zum
Zeitpunkt t ist durch'*

Kr = qr[E(r,0) + % x B(r,1)] 1.1)
gegeben.

Von einer Testladung wird verlangt, dass sie hinreichend ,,schwach® ist, sodass die
durch sie bewirkte ,,Storung* der felderzeugenden Systemladungen vernachldssigt wer-

2Gravitationswellen wurden experimentell erstmals 2015 von Rainer Weiss, Barry C. Barish und
Kip S. Thorne nachgewiesen (Nobelpreis fiir Physik 2017).

13Die Forderung konstanter Geschwindigkeit ist nétig, da auf eine beschleunigt bewegte Ladung eine
Selbstkraft, die Strahlungsrickwirkungskraft, wirken kann (s. Abschnitt 1.9).

Mgaufisches Mafsystem
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1.4 Quellen des elektromagnetischen Feldes

den kann.'® Nur dann ist

KT B0+ YT B0 (1.2)
dar ¢

unabhingig von qr. Der in Lehrbiichern oft angeschriebene Grenziibergang qp — 0
ist nicht sinnvoll, da aus gt # 0 folgt, dass |qt| > e (e Elementarladung) gilt. Ist das
auszumessende Feld das eines Elektrons (felderzeugende Ladung q = —e), so ,,bricht
die Messvorschrift zusammen®, da es fiir diesen Fall keine geeignete Testladung qr gibt.
Auch sonst stellt die Messvorschrift oft eine Fiktion dar; beispielsweise kann das Feld
einer elektromagnetischen Welle aus dem Spektralbereich der ultraharten Rontgenstrah-
len sicher nicht auf diese Weise gemessen werden, da sich die Feldstirken mit einer

zeitlichen Periode von ~ 10724 s dndern.

1.4 Quellen des elektromagnetischen Feldes

In der Maxwell-Lorentz-Theorie sind die Quellen des elektromagnetischen Feldes beim
abgeschlossenen System durch die folgenden Ausdriicke gegeben:

elektrische Ladungsdichte p(r,t) (p(r,t)d3r = dQ elektrische Ladung in d3r am Aufpunkt r
zum Zeitpunkt t; siehe Abb. 1.3):

N
p(r,t) =Y pp(r,t)  mit  pp(r,1t) = qpd(r — rp(1)); (1.3)
b=1

elektrische Stromdichte j(r,t) ( j(r,t)-ndf elektrische Ladung, welche netto in der Zeitein-
heit ein zum Einheitsvektor n senkrechtes Flachenstiick df durchsetzt; siehe Abb. 1.4):

N
Jr =72 jpr,t) mit  jy(r,t) = qup(t)3(r —rp(1)), (1.4)
b=1

wobei r,(t) die Bahnkurve der Ladung g, und v,(t) = rp(t) ist.

Beim nichtabgeschlossenen System kommen zu diesen Ausdriicken noch die Beitrége
der dufseren (externen) Quellen hinzu, und man hat entsprechend

N

p(r,t) = Y pp(r,0) + 0 (r, 1), (1.5)
b=1
N

J 0 = D jpr0) + j&r,0), (1.6)
b=1

wobei p(¢¥), j (¢X) yorgegebene Funktionen sind.

15Die prinzipiell unvermeidbare Riickwirkung auf die Systemladungen tritt bereits wihrend des Heran-
bringens der ,,Messladung® an die Stelle r auf.

11
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d’r af n
\\\__ (ry t) .
r P r j(r,t)
0 0
Abbildung 1.3: Zur Definition Abbildung 1.4: Zur Definition
der Ladungsdichte der Stromdichte

1.5 Diskretheit, strenge Erhaltung und
Lorentzinvarianz der elektrischen Ladung

Experimentell stellt man fest, dass die Ladungen aller Fundamentalteilchen im Rahmen
der Messgenauigkeit ganzzahlige Vielfache der elektrischen Elementarladung e sind.'®
(Im gauRschen Mafsystem gilt e = 4,8 -1071% erg!/2. cm'/2.) Beispielsweise findet man fiir
das Verhéltnis aus Proton- und Elektronladung experimentell

|q—p| =1+¢, ¢ <1072
Qe

Wir fihren entsprechend in die Maxwell-Lorentz-Theorie die Hypothese
qp = npe, np==x1,%2 ..

ein. Beziiglich einer moglichen Erklarung fiir die Diskretheit (,Quantisierung®) der elek-
trischen Ladung s. Seite 15.

Makroskopisch macht sich diese Diskretheit i. Allg. nicht bemerkbar. Ein Beispiel:
Flieft in einem Leiter ein elektrischer Strom von 1A = 107¢-3-10% erg’/2-cm'/2.571, so
treten in der Sekunde 6,2-10'2 Elementarladungen durch den Leiterquerschnitt hindurch.
Bei einer Strommessung fallt deshalb die Diskretheit nicht auf. Bei gewissen Versuchen,
z.B. beim Millikanversuch, tritt sie aber auch makroskopisch in Erscheinung.

Die elektrische Ladung erweist sich bei allen bekannten physikalischen Prozessen
inklusive Umwandlungsprozessen von Fundamentalteilchen als strenge additive Erhal-
tungsgrofse. Zwei Beispiele:

« Bei der Elektron-Positron-Paarvernichtung entstehen zwei oder mehr Photonen.
 Beider Ionisation eines Wasserstoffatoms entsteht aus einem elektrisch neutralen
Atom ein ungebundenes Elektron und ein ungebundenes Proton.

16Dije Quarks, welche elektrische Ladungen —% e, +§ e besitzen, kommen in der Natur nur als ,Bausteine”
der Hadronen, aber nicht ungebunden vor (,confinement®).

12



1.5 Diskretheit, strenge Erhaltung und Lorentzinvarianz der Ladung

Abbildung 1.5: Ein fester
Volumsbereich ¥V und
seine Oberfliche F(V)

Die Gesamtladung dndert sich bei beiden Prozessen nicht.

Im Gegensatz dazu muss die Summe der Massen!” der Bestandteile eines Systems nicht
erhalten bleiben. Im ersten Beispiel ,verschwindet” die Masse 2m,, im zweiten Beispiel ist die
Summe der Massen nach dem Prozess um das Energiedquivalent der Bindungsenergie des
Wasserstoffatoms, d.i. 2,610~ m,, hoher.'®

In Atomen und Molekiilen ,,bewegen® sich Protonen und Elektronen relativ zueinander
und relativ zum Schwerpunkt. Die , Elektronenbewegungen® erfolgen dabei in schweren
Atomen und Molekiilen mit relativistischen Geschwindigkeiten. Diese Tatsache zeigt,
dass die elektrische Ladung uberdies lorentzinvariant ist.

In der klassischen Elektrodynamik muss sich die Erhaltung der elektrischen Ladung
durch eine Beziehung zwischen Ladungs- und Stromdichte ausdriicken lassen. Erhal-
tung der Ladung bedeutet, dass die Abnahme der Ladung in einem beliebigen festen
Volumsbereich V pro Zeiteinheit zum Zeitpunkt ¢ gleich sein muss der Ladung, welche
zum Zeitpunkt t in der Zeiteinheit netto durch die geschlossene Oberfliche F(V) des
Volumsbereiches V ausstromt (s. Abb. 1.5).

Beriicksichtigen wir die Definition von Ladungs- und Stromdichte (siehe Abschnitt
1.4), so bedeutet dies, dass

—% d3rp(r,t) = Sﬁdf'j(",f) 1.7)

v FV)

gelten muss. Mithilfe des gaufsschen Satzes konnen wir Gl. (1.7) in die Form

—fd%’% = fd3r div j (1.8)

14 14

17Gemeint sind die Ruhmassen. Den Begriff der geschwindigkeitsabhdngigen relativistischen Masse
verwenden wir in Ubereinstimmung mit den meisten neueren Lehrbiichern der Relativititstheorie
nicht.

18Umgekehrt tritt bei der Bildung eines Wasserstoffatoms aus einem Elektron und einem Proton ein
entsprechender Massendefekt auf.
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bringen. Da diese Gleichung fiir beliebige Volumsbereiche gelten muss, folgt damit weiter
die differentielle Beziehung

op(r,t) _

divj(r,t) + 3

0. (1.9

Diese Gleichung wird als Kontinuitatsgleichung bezeichnet. Sie driickt die lokale Ladungs-
erhaltung aus.

Aus physikalischen und mathematischen Griinden ist klar, dass fir alle Quellen, d. h.
nicht nur fir die Gesamtquellen, sondern getrennt fiir alle Teilquellen, eine Kontinui-
tatsgleichung erfillt sein muss. In der Maxwell-Lorentz-Theorie sind Ladungs- und
Stromdichte der Systemquellen durch die Ausdriicke von GI. (1.3), (1.4) gegeben. Man
kann leicht verifizieren, dass diese Ausdriicke eine Kontinuitétsgleichung erfiillen. Sol-
len daneben noch dufere Quellen vorhanden sein, so kénnen die Funktionen p(€%), j (ex)
nicht vollkommen willkirlich vorgegeben werden, da die Kontinuitédtsgleichung

001 _

divj ¥ (r,t) + n

(1.10)

erfillt sein muss.

1.6 Maxwellgleichungen

Die Feldgleichungen der mikroskopischen Elektrodynamik besitzen in einem Inertial-
system I die folgende Form:'°

Postulat: Feldgleichungen: Maxwellgleichungen

divE(r,t) = 4mp(r,t), (1.112)
divB(r,t) =0, (1.12)
rotE(r,t) = — %% , (1.13)

10E(r,t)

rot B(r, 1) = 47” jon+ (1.14)

Die Gleichung (1.11) wird als coulombsches Gesetz, Gl. (1.13) als faradaysches Induktionsgesetz
und Gl. (1.14) als ampeéresches Gestz oder Verkettungsgesetz bezeichnet.2°

gaufdsches Maflsystem
20Dje Gleichung (1.12), welche die Quellenfreiheit des magnetischen Feldes ausdriickt, besitzt keinen
eigenen Namen, Gl. (1.14) wird manchmal auch oerstedsches Gesetz genannt.
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1.6 Maxwellgleichungen

Eine wichtige Eigenschaft der Feldgleichungen ist ihre Linearitdt, da sie die lineare
Uberlagerung von Teilldsungen gestattet.?! Diese Eigenschaft ermdglicht es u. a., allge-
meine elektromagnetische Wellen als Uberlagerung von elementaren Teilwellen (ebenen
Wellen, Zylinderwellen, Kugelwellen etc.) zu beschreiben (s. Abschnitt 1.17).

Ein ,Schonheitsfehler” der Feldgleichungen ist nach Dirac der Mangel an ,,Symmetrie®, der
dadurch bedingt ist, dass es keine punktférmigen Quellen des magnetischen Feldes und daher
auch keine magnetischen Stréme gibt. ,Symmetrischer” wiren die Gleichungen?2

divE = 47pe, (1.15)
divB = 47pp, (1.16)
rotE = —%ij— %%—1:, 1.17)
rotB = 4?ﬂje + %%—}f (1.18)

Die Existenz punktféormiger Quellen des magnetischen Feldes, also magnetischer Punktladungen
(so genannter magnetischer Monopole) und zugehdoriger magnetischer Strome wurde aber bisher
nicht experimentell nachgewiesen. Falls sie existieren, sind sie sicher sehr selten und kurzlebig,
sodass sich einerseits an der ,,praktischen® Elektrodynamik nichts &ndern wiirde, andrerseits ihre
Beriicksichtigung quantentheoretisch erfolgen miisste. Wie aber Dirac durch Untersuchung des
quantenmechanischen Problems eines Elektrons bei Anwesenheit eines magnetischen Monopols
gezeigt hat, wiirde die blofse Existenz magnetischer Monopole die Diskretheit (,Quantisierung®)
der elektrischen Ladung erkliren.??

Die Kraft auf ein Testteilchen mit elektrischer Ladung g1, und magnetischer Ladung q,, €in
so genanntes Dyon, wéire durch

Kp = qre[E+ =L x B]+ rp[B - 2L < E] (1.19)

gegeben.

In der Maxwell-Lorentz-Theorie sind die Quellen selbst teilweise unbekannt. Man
benotigt neben den Feldgleichungen ein Kraftgesetz, welches die Krifte auf eine Punkt-
ladung zu berechnen gestattet, Bewegungsgleichungen fir die N Punktladungen und
Anfangsbedingungen bzw. zeitliche und rdumliche asymptotische Bedingungen, welche
die Losung eindeutig festlegen.?* Auch fiir die Berechnung der Felder gegebener Quellen
und eines eventuell gegebenen einlaufenden Strahlungsfeldes (Maxwelltheorie; siehe
Abschnitt 1.15) reichen die Feldgleichungen nicht aus. Sie stellen ein gekoppeltes inho-
mogenes partielles Differentialgleichungssystem dar, dessen Losung nur bis auf eine

21Die einsteinsche Gravitationstheorie (Allgemeine Relativititstheorie) ist eine nichtlineare Theorie, und
es ist deshalb wesentlich schwieriger, Losungen zu finden.

22Dje Subskripte e und m bedeuten elektrisch bzw. magnetisch.

23Siehe dazu Jackson, J. D.: Klassische Elektrodynamik. Walter de Gruyter, Berlin 2006.

24Eine ausfiihrliche Darstellung der Maxwell-Lorentz-Theorie bietet Rohrlich, F.: Classical Charged Par-
ticles. World Scientific, Singapore 2007. Die Frage der Anfangsbedingungen bzw. asymptotischen
Bedingungen wird in den Abschnitten 6-4, 6-6 und 7-1 dieses Buches behandelt.
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Losung der homogenen Gleichungen bestimmt ist.2®> Zur Aussonderung der physika-
lisch richtigen Losung, welche geméfs Gl. (1.1) die richtigen Kréfte auf Testladungen
liefert, bend6tigt man noch eine geeignete rdumlich asymptotische Bedingung fir die
elektromagnetischen Feldstirken. Die Frage nach dieser Bedingung greifen wir erst
spater auf (retardierte, avancierte, einlaufende, auslaufende Felder; s. Abschnitt 1.15.1
und 1.18).

Die Terme mit den zeitlichen Ableitungen von E, B gehoren nicht zu den Quellen: sie
sind Verkettungsterme (Terme, welche das elektrische und magnetische Feld ,verket-
ten”, d. h. aneinander koppeln).2® Der Verkettungsterm in Gl. (1.13) wird aus physika-
lischen Grinden Induktionsterm genannt. Der mathematisch analoge Verkettungsterm
in Gl. (1.14) heifst Maxwellterm, er kann in gewissem Sinne (s. Seite 18) ebenfalls als
,Induktionsterm® bezeichnet werden.

Zur Zeit Maxwells schrieb man die ,,rechte” Gleichungsseite des ampéreschen Gesetzes in

der Form ary . 1 0E(r,t)
Zlito+ ==

und bezeichnete den zweiten Term im Klammerausdruck als ,,Verschiebungsstrom des Vakuums*.
Auf der Basis des maxwellschen mechanistischen Athermodells war diese Bezeichnung gerecht-
fertigt. Seit der ,Abschaffung“ des materiellen Athers durch Einstein ist diese Bezeichnung aber
irrefihrend, da der Term keinen Ladungstransport beschreibt. Wir verwenden deshalb diese
Bezeichnung nicht.

Aus der Feldgleichung (1.14) erhalt man durch Divergenzbildung die Beziehung

divrotB=0= Y% divj + 1 divE.
c c ot

-569%§§s§
[\

Abbildung 1.6: Ein festes
Flichenstiick F und seine
Berandung C(F)

Setzt man hier die Feldgleichung (1.11) ein, so ergibt sich Gl. (1.9). Die Kontinuitéits-
gleichung fiir die Quelldichten, die physikalisch die Erhaltung der elektrischen Ladung

25Die Losungen partieller Differentialgleichungen enthalten willkiirliche Funktionen. Es gibt daher nicht-
abzéhlbar unendlich viele Losungen der homogenen Maxwellgleichungen; siehe Abschnitt 1.17.

26Es wire deshalb fiir das Verstindnis der Feldgleichungen besser, diese Terme auf die ,linken“ Glei-
chungsseiten zu nehmen. Siehe die Vierertensorformulierung der Feldgleichungen in Abschnitt 1.12.5.
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1.6 Maxwellgleichungen

ausdrickt, stellt also mathematisch gesehen eine Integrabilitiatsbedingung fir die Feld-
gleichungen dar.

Durch Integration der Feldgleichungen (1.11), (1.12) iiber den Volumsbereich V mit
der geschlossenen Oberfliche (V) und Anwendung des gaufsschen Satzes (s. Abb. 1.5)
sowie durch Integration der Feldgleichungen (1.13), (1.14) tiber das Flachenstiick F mit
der geschlossenen Berandung C(F) und Anwendung des stokesschen Satzes (s. Abb. 1.6)
erhilt man die Integralform der Maxwellgleichungen:

95 df -E(r,t) = 4ﬂfd3rp(r, t), (1.20)
F(V) 1%

56 df -B(r,0) =0, (1.21)
FV)

) ~ 1d
r-E(r,t) = ReT df -B(r,t), 1.22)

C(F) F

9§dr-3(r,t) - %/df-j(r,t) + %%fdf-E(r,t). (1.23)
e(F) F F

Diese Gleichungen sagen aus:?’

« Der elektrische Fluss durch eine geschlossene Fliache ist durch die eingeschlossene
elektrische Ladung bestimmt.

« Der magnetische Fluss durch eine geschlossene Fliche ist null (da es keine magneti-
schen Ladungen gibt).

« Die Zirkulation des elektrischen Feldes 1angs einer geschlossenen Kurve ist durch die
zeitliche Abnahme des magnetischen Flusses durch ein Flachenstiick, welches die
Kurve als Berandung besitzt, bestimmt.

« Die Zirkulation des magnetischen Feldes 1angs einer geschlossenen Kurve ist teils
durch den durch ein Flichenstiick, welches die Kurve als Berandung besitzt, flie-
8enden elektrischen Strom, teils durch die zeitliche Zunahme des elektrischen
Flusses durch ein solches Flachenstiick bestimmt.

Bringt man ldngs der (gedachten) Kurve C eine Schleife aus elektrisch leitendem Materi-
al (etwa aus Kupferdraht) an, so induziert eine zeitliche Anderung des magnetischen
Flusses durch F aufgrund der Feldgleichung (1.22) und des Kraftgesetzes (1.1) in die-
ser Schleife einen elektrischen Strom. Der Name Induktionsgesetz fir die Feldgleichung
(1.13) bzw. (1.22) rithrt von diesem physikalischen Effekt her, und wir bezeichnen den
Verkettungsterm auf der ,rechten” Seite von Gl. (1.13) deshalb als Induktionsterm.

27Die Proportionalititsfaktoren 47 etc. sind mafdsystemspezifisch und deshalb fiir die Interpretation der
Gleichungen nebensichlich.
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Gibe es magnetische Ladungen und Strome und materielle Schleifen, in denen magnetische

Strome flieRen kénnen, so wiirde eine zeitliche Anderung des elektrischen Flusses durch F
aufgrund der Feldgleichung (1.23) und des Kraftgesetzes (1.19) in einer solchen lings der Kurve
© angebrachten Schleife einen magnetischen Strom induzieren. In diesem Sinne kann man den
Verkettungsterm auf der ,,rechten” Seite von Gl. (1.14) als ,,Induktionsterm” bezeichnen.

1.7 Grenzen der klassischen Elektrodynamik

Bevor wir darangehen, uns mit der Maxwell-Lorentz-Theorie ndher zu befassen, einige
Bemerkungen zu den Grenzen dieser physikalischen Theorie:

18

« Weder ein im Sinne der Quantentheorie strukturloses Teilchen wie das Elektron

noch ein im Sinne der Quantentheorie strukturbehaftetes Teilchen wie das Proton
(das aus Quarks ,, aufgebaut® ist) lasst sich adidquat als klassisches Teilchen mit
bestimmter Ausdehnung, Struktur und Ladungsverteilung beschreiben. Elektro-
nen und Protonen sind nicht wie makroskopische geladene Korper, nur kleiner.
Man muss deshalb im Rahmen der klassischen mikroskopischen Elektrodynamik
eine Formulierung finden, welche keinerlei Bezugnahme auf (bzw. Annahmen
tber) innere Struktur, innere Ladungsverteilung und Grofse enthéilt. Mathematisch
formal leistet dies das klassische Punktladungsmodell. Nimmt man es aber physi-
kalisch ,wortlich® und nicht nur als klassische modellmaéifdige Beschreibung eines
,Objektes®, welches sich durch ein klassisches Modell grundsatzlich nur bedingt
erfassen liasst, behandelt man also etwa das Elektron als klassische sphérische
Ladungsverteilung mit Radius ry, — 0 (s. Abschnitt 1.18), so ,wirtschaftet“ man sich
in die Theorie unendliche Selbstkrifte und unendliche Selbstenergien ein, die man nur
durch Ad-hoc-Mafsnahmen (,Renormierung®) ,unter den Teppich kehren® kann.
Behandelt man andrerseits das Elektron als klassische sphéirische Ladungsver-
teilung mit endlichem Radius ry, so muss man nicht nur Ad-hoc-Kréfte ,,erfinden®,
welche die Ladungsverteilung gegen die Coulombabstofsung der Ladungselemente
zusammenbhalten (,Poincarekrifte”), man bekommt auch von r, abhéngige endli-
che, aber mit dem Experiment im Widerspruch stehende, Selbstkréifte und verletzt
das Relativitidtsprinzip. (Ein strukturloser klassischer Kérper muss als starrer Kor-
per angenommen werden, mit einem solchen Korper kénnte man aber Wirkungen
mit unendlicher Signalgeschwindigkeit auslésen.)

Die klassische Elektrodynamik versagt im atomaren und subatomaren Bereich, da
der Begriff der Teilchenbahn und damit der klassische Teilchenbegriff unbrauchbar
wird. Das Wasserstoffatom (ein gebundenes System bestehend aus einem Elektron
und einem Proton) muss quantenmechanisch behandelt werden (s. Seite 282). Die
Wechselwirkung zwischen Elektron und Proton kann in diesem Fall aber nach wie
vor durch das klassische elektromagnetische Feld beschrieben werden.



1.7 Grenzen der klassischen Elektrodynamik

« Die klassische Elektrodynamik versagt, wenn die ,, Kornigkeit“ (,Quantisierung®)
der Energietibertragung durch die Wechselwirkung hervortritt. Die elektromagnetische
Wechselwirkung muss dann quantentheoretisch behandelt werden (Feldquanti-
sierung, Quantenelektrodynamik) und der klassische Feldbegriff wird fir das elek-
tromagnetische Feld unbrauchbar. Grob kann man sagen?®, dass die klassische
Feldbeschreibung der elektromagnetischen Wechselwirkung méglich ist, wenn
man es mit ,,grofsen Photonenzahlen® zu tun hat, und wenn der Impuls p = % eines
einzelnen Photons klein ist gegen den Impuls des Materiesystems.

Beispiele:
1. Eine 100 W-Glithbirne strahle Licht der Wellenldnge A = 6000 A aus. Die En-
ergie eines Photons betragt dann E = hy = h% ~ 3,3-107'2erg, d.h. die
Glihbirne sendet pro Sekunde?’

100-107

~ 3.10%0
3,3-10-12 © 310

Photonen aus. Das bedeutet, dass in 1 m Entfernung eine Flache von 1cm?,
welche senkrecht zur Ausbreitungsrichtung des Lichtes steht, in der Sekunde
von rund 2-10" Photonen durchsetzt wird.

2. Eine Sendeantenne mit 100 W Leistung strahle UKW-Wellen mit 4 = 3m
(v = 10® Hertz) aus. In einer Entfernung von 100 km treten dann pro Sekunde
durch eine zur Ausbreitungsrichtung senkrechte Flache von 1cm? etwa 102
Photonen hindurch. Der Impulsiibertrag auf die Antenne durch ein einzelnes
Photon betragt3©

h _ 6,6-107"erg-s

=== ~22:100%¥dyn-s = 2,2-10734N-s.
A 3.102cm yn-s S

- Sollte sich herausstellen, dass das Photon eine endliche Ruhmasse m., besitzt, so
missten auch die Feldgleichungen abgeéndert werden: m. musste in die Feldglei-
chungen eingehen. Fir eine im Ursprung ruhende elektrische Ladung g hitte man
dann statt eines Coulombpotentials ein Yukawapotential:

e =1 — )= Letmemr,
Das Coulombgesetz ist experimentell fiir Entfernungen von 10716 cm bis 10° cm
getestet, fur ein etwaiges von null verschiedenes m., ergibt sich experimentell

m, S 4-107% g. (Zum Vergleich: me ~ 9-1072% g.)

28Fiir die folgenden Uberlegungen werden die Einstein-de Broglie-Beziehungen E = hv,p = % verwendet.
291J=10"erg
301N =10°dyn
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+ Die Linearitdt der Maxwellgleichungen steht bis in den atomaren Bereich im Ein-
klang mit der Erfahrung. In Mehrelektronenatomen findet man trotz der extrem
hohen Feldstirken von 10'! V/m bis 10'7 V/m, denen die Elektronen ausgesetzt sind,
keine Abweichungen vom Superpositionsprinzip. Fiir geladene Elementarteilchen,
welche sich auf subatomare Entfernungen ndhern, vermutet man Abweichungen
von der Linearitat.

1.8 Elektromagnetische Potentiale. Eichinvarianz

Die Maxwellgleichungen enthalten mathematische Redundanzen®!, weshalb man rein
mathematisch mit vier Feldern anstelle der sechs Felder Ey, E,, E;, By, B, und B, aus-
kommen kann. Diese vier Felder, die elektromagnetischen Potentiale, sind aber in der
klassischen Elektrodynamik keine beobachtbaren (messbaren) GrofRen®? und auch nicht
eindeutig wahlbar.

Wir gehen davon aus, dass ein beliebiges Feld, dessen Divergenz null ist, als Rotor
eines Feldes dargestellt werden kann. (Diese Darstellung ist nicht eindeutig; s. unten.)
Aufgrund der Maxwellgleichung (1.12) muss sich also das B-Feld in der Form

B(r,t) = rot A(r,t) (1.24)

darstellen lassen. Das A-Feld wird als Vektorpotential des elektromagnetischen Feldes be-
zeichnet. Setzen wir den Ausdruck (1.24) in die Maxwellgleichung (1.13) ein, so erhalten

wir die Beziehung 1 6A>
=0.

rot (E + o5 (1.25)
Als nachstes benititzen wir, dass ein beliebiges Feld, dessen Rotor null ist, als Gradient
eines Feldes dargestellt werden kann. (Diese Darstellung ist nicht eindeutig; s. unten.)

Aus Gl. (1.25) folgt daher, dass sich das E-Feld in der Form

10A(r,t)

E(r,t) = —grad o(r,t) — P (1.26)

darstellen lasst. Das p-Feld wird als skalares Potential des elektromagnetischen Feldes
bezeichnet.

Bevor wir nun die Feldgleichungen fiir die elektromagnetischen Potentiale ¢, A ablei-
ten, befassen wir uns mit der Frage der Eindeutigkeit der Potentiale. Dabei nehmen wir
an, wir hitten bereits jene Bedingungen fir die Felder E, B verwendet, welche diese als

31Eine mathematische Redundanz ist leicht zu sehen. Da die Divergenz eines Rotors identisch gleich null
ist, folgt aus der Maxwellgleichung (1.13) durch Divergenzbildung, dass divB(r, t) zeitunabhangig sein
muss. Es wiirde deshalb geniigen, anstelle von Gl. (1.12) lediglich divB(r, ty) = 0 zu verlangen (¢, fest).

32In der Quantenmechanik dagegen besitzen die elektromagnetischen Potentiale physikalische Bedeutung
(Aharonov-Bohm-Effekt).

20



1.8 Elektromagnetische Potentiale. Eichinvarianz

Losungen der Maxwellgleichungen eindeutig festlegen. Es ldasst sich nun leicht zeigen,
dass man die auf solche Weise eindeutig bestimmten Felder E, B noch durch verschiede-
ne Satze von Potentialen ¢, A darstellen kann. Fiihrt man namlich eine so genannte
Eichtransformation der Potentiale

@ = _%%, A=A+gradf (1.27)
durch, wobei die Eichfunktion f eine beliebige stetig differenzierbare Funktion von r, ¢
sein kann, so folgt - veade l@ o erade 194 .

Brate—cor ~ TERAPT LG T

rotA = rotA =B.

Diese Invarianzeigenschaft der klassischen Elektrodynamik wird als Eichinvarianz be-
zeichnet. Man nennt die klassische Elektrodynamik wegen dieser Eigenschaft auch eine
FEichtheorie. Wir werden in der Folge von der Méglichkeit der ,Umeichung” der Potentiale
Gebrauch machen.

Um die Feldgleichungen fiir die elektromagnetischen Potentiale zu erhalten, setzen
wir die Ausdriicke (1.24), (1.26) in die zwei noch nicht verwendeten Maxwellgleichungen
(1.11), (1.14) ein. Da die Maxwellgleichungen ein gekoppeltes partielles Differentialglei-
chungssystem fiir die Felder E, B darstellen, muss sich nattirlich auch fir die Potentiale
ein gekoppeltes partielles Differentialgleichungssystem ergeben. Es lautet

10 ..
—Ap — F¥T: divA = 4np, (1.28)
10% . 10p\ _ 4m .

Laplaceoperator und Vektorlaplaceoperator sind durch A := divgrad bzw. durch A:=
grad div — rot rot definiert. Bei Zerlegung nach kartesischen Komponenten gilt (AA); = A(A;),
i=x,y,z. Dagegen ist (AA); # A(A;),i=r,9,p oderi =R, .

Da dieses Differentialgleichungssystem nicht sehr ,einladend“ aussieht und tatsédch-
lich sehr schwierig zu l6sen ist, machen wir von der Freiheit bei der Wahl der Potentiale
Gebrauch. Wir schreiben fiir die Potentiale eine solche Nebenbedingung vor, dass fur
die entsprechende eingeschriankte Klasse von Potentialen moglichst einfache Feldglei-
chungen gelten. Die fiir die meisten Zwecke vorteilhafteste Nebenbedingung stellt die
Lorenzkonvention

10¢p(r,t)

divA(r,t) + FRT

0 (1.30)

dar.?® (Dass eine solche Wahl getroffen werden kann, wird am Ende des Abschnittes

33Djese Konvention wurde von L. Lorenz eingefiihrt. Die in fast allen Biichern verwendete Schreibweise
»Lorentzkonvention®, welche diese Bedingung H. A. Lorentz zuschreibt, ist also falsch. — Eine andere in
der Elektrodynamik hdufig verwendete Eichung ist die Coulombeichung, bei der man als Nebenbedingung
divA(r, t) = 0 vorschreibt.
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gezeigt.) Elektromagnetische Potentiale, welche dieser Nebenbedingung geniigen, wer-
den Potentiale in Lorenzeichung genannt. Sie missen neben Gl. (1.30) die inhomogenen

Wellengleichungen 2
1 9%p(r.1)
19%A(r,t) _ 4n |
—AA(r,t)+c—ZT = T‘](F,t) (132)

erfillen. Wir vereinbaren nun, dass wir in der Vierertensorformulierung Gleichungen
mit dem Vektorlaplaceoperator ausschliefslich nach kartesischen Komponenten zerlegen.
Dann konnen wir den Unterschied zwischen Laplaceoperator und Vektorlaplaceoperator
formal fallen lassen. Fiihren wir dann zur Vereinfachung der Schreibweise den gemaéfs

107
O '_c_zw_A (1.33)
definierten dAlembertoperator (Quablaoperator, Wellenoperator, ,vierdimensionalen La-

placeoperator®) ein34, so gilt:

Feldgleichungen fiir die elektromagnetischen
Potentiale in Lorenzeichung

Oo(r,t) = 4rp(r,t), (1.34)
OA(r, ) = 4?ﬂj(r, 0, (1.35)
divA(r, £) + %ago((;; D _o.  (1.36)

Der grofe Vorteil der Lorenzeichung ist, dass die Potentiale nur mehr tiber die Neben-
bedingung gekoppelt sind. Fiir die inhomogenen Wellengleichungen kann man relativ
leicht Losungen finden. Man muss natiirlich solche Losungen der Wellengleichungen
fir p und A , kombinieren®, welche tiberdies die Lorenzkonvention erfillen.

Zum Abschluss soll noch gezeigt werden, dass die Eichinvarianz die Wahl von Po-
tentialen, welche die Lorenzkonvention erfiillen, erméglicht. Dazu nehmen wir an, wir
hitten irgendeinen Satz von Potentialen ¢, A, welcher die Nebenbedingung nicht erfillt.
Durch Umeichung mit einer beliebigen Eichfunktion, welche Losung der inhomogenen

Wellengleichung 19
O f = divA + Ea_f

ist35, erhalten wir dann einen neuen Satz von Potentialen ¢, A, der die gewiinschte
Eigenschaft %

o= 1
divA+==L =0
v +cat

34Manche Autoren definieren den Operator [0 mit umgekehrtem Vorzeichen.
35Diese Differentialgleichung besitzt bei gegebenem ¢, A nichtabzihlbar unendlich viele Losungen.
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besitzt. Diese Uberlegungen zeigen, dass es in Lorenzeichung noch immer nichtab-
zahlbar unendlich viele Sitze von Potentialen gibt, welche alle dieselben Felder E, B
liefern. Hat man einen solchen Satz von Potentialen, so ergibt eine Umeichung mit einer
Eichfunktion f, die Lésung der homogenen Wellengleichung O f = 0 ist, einen weiteren
derartigen Satz. Wir haben zwar durch Einfiihren der Lorenzkonvention die méglichen
Séatze von Potentialen eingeschrankt, es sind aber noch immer nichtabzihlbar unendlich
viele Satze tibrig geblieben.

1.9 Lorentzkraft und Strahlungsriickwirkungskraft

Wir haben bereits in Abschnitt 1.6 festgehalten, dass in der Maxwell-Lorentz-Theorie
die Quellen selbst (zumindest teilweise) unbekannt sind, da man die Funktionen r(t) in
den Quelldichten GI. (1.3), (1.4) bzw. GI. (1.5), (1.6) nicht kennt. Man beno6tigt neben den
Feldgleichungen deshalb ein Kraftgesetz, welches die Krafte auf eine Punktladung zu
berechnen gestattet, sowie Bewegungsgleichungen fir die N Punktladungen. Die Frage
nach dem korrekten Kraftgesetz und den korrekten Bewegungsgleichungen beschéftigte
die Physiker vom Beginn des vorigen Jahrhunderts bis zum Beginn dieses Jahrhun-
derts.3¢ Die Schwierigkeiten mit dem Kraftgesetz rithren daher, dass eine beschleunigt
bewegte Ladung elektromagnetische Wellen abstrahlt®’, welche Energie ,mitnehmen®.
Dieser abgestrahlten Energie muss die Arbeit einer Selbstkraft, der Strahlungsriickwir-
kungskraft (,Strahlungsdampfungskraft”) 4quivalent sein, welche mit dem Eigenfeld der
Ladung verbunden ist. Die Bestimmung dieser Selbstkraft aus dem Eigenfeld ist ein
schwieriges Problem, auf das wir erst in Abschnitt 1.18 eingehen kénnen. Die folgenden
Ausfiihrungen tiber das Kraftgesetz sind deshalb noch unvollstandig (,,vorlaufig®).

Befassen wir uns vorerst noch einmal mit der Kraft auf eine Testladung. Nach GI. (1.1)
ist die Kraft auf eine mit der konstanten Geschwindigkeit vt (also unbeschleunigt) be-
wegte Testladung gt am Aufpunkt r zum Zeitpunkt ¢ durch

K1 = qr[E(r,t) + ? x B(r,1)]

gegeben. Diese Kraft wird als Lorentzkraft bezeichnet. Das elektromagnetische Feld E, B
ist dabeiin der Maxwell-Lorentz-Theorie beim abgeschlossenen System das von den System-
quellen Gl. (1.3), (1.4) verursachte Feld, beim nichtabgeschlossenen System kommen noch
das von den dufseren Quellen verursachte Feld und (oder) ein vorgegebenes einlaufendes
Strahlungsfeld hinzu. Wegen der Gultigkeit des Superpositionsprinzips kann man das
Gesamtfeld beim nichtabgeschlossenen System in der Form
N
E(r,t) = Ep(r,t) + E€¥(r, t) + ECD(r 1), (1.37)
b=1

36Die wichtigsten Beitrige stammen von Lorentz, Abraham, Dirac, Rohrlich und Spohn.
37Siehe diesbeziiglich Abschnitt 1.16.1.
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N
B(r,t) = Y By(r,t) + BO(r, 1) + BC(r, 1) (1.38)
b=1
anschreiben (E},, By, verursacht von pp, ji, ; E%), B(¥) verursacht von p(¢¥), j (ex); gein)
B(in) yerursacht von Quellen im Unendlichen). Die entsprechenden Beziehungen fiir
das abgeschlossene System ergeben sich (hier und im Folgenden) durch Weglassen bzw.
Nullsetzen der Terme mit den Bezeichnungen ,.ex“ und ,,ein® Fir alle Teilquellen sind
jene Losungen der zugehorigen Feldgleichungen zu wihlen, welche die richtigen Teil-
krafte auf Testladungen liefern. Diese Losungen bezeichnen wir als retardierte Losungen.
(Vorlaufig stellt dies nur eine Redeweise dar, in Abschnitt 1.15 wird der Grund fiir diese
Bezeichnung klar werden.) Die Testladung erfiahrt, da sie als ,,Messsonde* ,,zwangsweise*
mit konstanter Geschwindigkeit durch das System ,,gefiihrt“ wird, keine Selbstkraft und
gestattet deshalb die ,,Ausmessung” des Feldes E, B. Die Riickwirkung auf die Systemla-
dungen wird vernachlassigt.?8 Die zur Testladung gehorigen Quelldichten gehen nicht in
die Feldgleichungen ein.

Fragen wir nun nach der Kraft auf eine herausgegriffene Systemladung q,. Gegentiiber
einer Testladung bestehen zwei Unterschiede. Erstens muss die Riickwirkung auf die
tibrigen Systemladungen q, b # a, berticksichtigt werden, und zweitens muss auch das
Eigenfeld der Ladung q, Berticksichtigung finden, da sich die Ladung q, aufgrund der
Wechselwirkung mit den iibrigen Systemladungen sowie aufgrund allfilliger dufserer
elektromagnetischer Krifte und der Einwirkung eines allfalligen einlaufenden Strah-
lungsfeldes beschleunigt bewegt. Diese beiden Erfordernisse legen es nahe, ,im ersten
Anlauf® zunachst einmal folgendes Kraftgesetz zu postulieren:

Postulat: Kraftgesetz (,,vorldufig“): Lorentzkraft

Die Kraft auf eine Systemladung q, ist zum Zeitpunkt ¢t durch

Ka(®) = qul Bra(0),0) + 22  Bry(0),) (139

gegeben. Dabei ist E, B das durch GI. (1.37), (1.38) gegebene Gesamtfeld.

Das Gesamtfeld soll also jenes sein, welches gemaéfs Gl. (1.1) die richtigen Kréafte auf
Testladungen liefert. Fiir Ep, Bp, b = 1,2, ..., N, und E®), B(¢%) sind also die so genannten
retardierten Losungen zu nehmen.

Die Riickwirkung der betrachteten Ladung q, auf die Ladungen q;, b # a, ist damit auf
korrekte Weise berticksichtigt, da nach diesem Kraftgesetz in die Krifte auf die Ladungen
qp, b # a, jeweils ein korrekter Lorentzkraftbeitrag

@l Ear.0) + 2 B (ry0).0)]

eingeht.

38Dies macht gerade den Begriff ,Testladung® aus.
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Ein Problem stellt aber der in der Kraft K,(t) Gl. (1.39) enthaltene Lorentz-Selbst-
kraftterm

K90 = qul Ealra(0.0) + 228 B (g (00.1) (1.40)

dar. Wie wir in Abschnitt 1.15.2 sehen werden, divergieren die retardierten Felder E,(r, t),

B (r,t) fir r — r,(t) wie der Kehrwert von |r — r,(t)|?, sodass das Kraftgesetz Gl. (1.39)

eine unendliche Selbstkraft enthilt. Das Kraftgesetz muss also noch abgedndert werden,

weshalb es als ,,vorlaufiges“ Kraftgesetz bezeichnet wurde.

Lasst man den divergenten Beitrag einfach weg, so ,,schiittet man das Kind mit dem
Bade aus*.?? Die Losung des Problems kann nur so aussehen, dass der divergente Term
durch einen anderen, nicht divergenten Term ersetzt wird. Die Kunst besteht im ,,Wie“.
Wir werden in Abschnitt 1.18 sehen, dass fiir die Berechnung der Selbstkraft der Ladung
q, fur das Eigenfeld anstelle der retardierten Losung der Maxwellgleichungen zu den
Quellen p,, j, eine geeignete andere Losung zu wahlen ist. Auf diese Weise findet man
einen Ausdruck fiir die Selbstkraft, welcher zwar neue Probleme schafft (s. unten), aber
einen geeigneten Ausgangspunkt fiir das Auffinden der endgiltigen Grundgleichungen
der Maxwell-Lorentz-Theorie liefert. An die Stelle des Postulates (1.39) tritt:

Postulat: Kraftgesetz (,vorlaufig“): Lorentz-Abraham-Kraft

Die Kraft auf eine Systemladung q, ist zum Zeitpunkt ¢ durch
Ko(0) = qa[EDra0.0) + 282 < BOry0),0] + KEO0) .4D)

gegeben. Dabei sind E®@, B@ durch

N

EO@, 1) = Y Epree(r,0) + B, ) + EV(r, 1),  (1.42)
b=1
b#a
N .

BO(r,1) = > By ree(r,t) + BEO(r, 1) + B™(r, 1) (1.43)
b=1
b#a

definiert, und K&*?(¢) ist die Strahlungsriickwirkungskraft auf g, .

Wir haben hier explizit angemerkt, fiir welche Feldanteile die retardierten Losungen zu
nehmen sind.

In Abschnitt 1.18 wird die Ableitung der abrahamschen Formel fiir K‘grad)(t) skizziert.
Das Ergebnis von Gl. (1.328) zeigt, dass mit der abrahamschen Losung fiir das Selbstkraft-
problem sofort ein neues Problem entsteht. Da ndmlich der entsprechende Kraftvektor
K((fad)(t) nicht nur von v,(¢) und b,(t), sondern auch von b,(t) abhingt, erhilt man bei

39Diesen Ausdruck verwendete Feynman in seinen Vorlesungen.
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Einsetzen der Kraft K,(t) in die tibliche relativistische Bewegungsgleichung

d_mavg(t)

- = K, (1) (1.44)

2

eine Differentialgleichung dritter Ordnung fir r,(t), deren eindeutige Losung neben der
Vorgabe von r,(ty) und v,(ty) noch die Vorgabe von b,(t,) erfordert, was unphysikalisch
ist. Gibt man nur r,(ty) und v,(t,) vor, so erhdlt man eine ganze Losungsfamilie, wobei
alle Losungen bis auf eine vollkommen unphysikalisches Verhalten fiir t — +oo zeigen
(sogenannte ,runaway“-Losungen; s. dazu Seite 104). Es muss daher in der Maxwell-
Lorentz-Theorie schliefslich noch die Interpretation des abrahamschen Ausdruckes
far Kc(fad)(t) aufgegeben werden, und es missen die Bewegungsgleichungen fiir die
Ladungen modifiziert werden. Da die damit verbundenen Probleme und deren Lésung?*?
den Rahmen einer Einflihrungsvorlesung weit sprengen, werden wir sie in Abschnitt
1.18 nur skizzieren.

Fir die nichsten drei Abschnitte, die sich mit dem logischen Schema der Maxwell-
Lorentz-Theorie, den Erhaltungssitzen flr abgeschlossene Systeme und der Lorentzko-
varianz der Theorie befassen, spielen die mit unendlichen Selbstkréften und Selbstener-
gien verbundenen Komplikationen keine oder nur eine untergeordnete Rolle. Wir konnen
deshalb fiir diese Uberlegungen das ,vorldufige“ Kraftgesetz (1.39) und die ,vorliufigen®
Bewegungsgleichungen (1.44) beniitzen. Eine vollkommen korrekte Behandlung dieser
Themen erfordert die Beniitzung der Tensorrechnung im Minkowskiraum.*!

1.10 Das logische Schema der Maxwell-Lorentz-Theorie

Im Sinne der Bemerkungen am Ende des vorigen Abschnittes gehen wir von den folgen-
den Grundgleichungen aus:

Grundgleichungen der Maxwell-Lorentz-Theorie (,,vorlaufig®)

Feldgleichungen: Maxwellgleichungen

N
divE(r.t) = 47r[ S qyd(r = ry(0) + PO, 1) (1.45)
b=1
divB(r,t) = 0, (1.46)
rot E(r,) = _ %6B((;; D (q.47)

405, die Abschnitte 6-6, 6-7, 6-10, 9-4, 9-5 und das anschlieRende Supplement von Rohrlich, F.: Classical
Charged Particles. World Scientific, Singapore 2007.
415, dazu Abschnitt 7-1 des Buches von Rohrlich.
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N
47 . 10E(r,t)
= = — (ex) it S A
rotB(r.1) = ¥ [bz::lqbvb(t)é(r () + @00+ 1EED - q.48)
Kraftgesetz (,vorlaufig“): Lorentzkraft
)= 0 .
o) = qa|E(ra(0),1) + . x B(rq(1),1)]; (1.49)
Bewegungsgleichungen (,,vorlaufig“):
d mva® _ gy, a=1,2 ..N. (1.50)
a [
-z

Setzt man das Kraftgesetz Gl. (1.49) in die relativistischen Bewegungsgleichungen (1.50)
ein, so nennt man die erhaltenen Gleichungen Lorentzgleichungen.

Es ist die retardierte Losung der Feldgleichungen zu nehmen und ein allfilliges ein-
laufendes Feld (Losung der homogenen Feldgleichungen) hinzuzufiigen. Fiir den Fall
des abgeschlossenen Systems sind po(¢®) und j (¢X) null zu setzen. Die noch erforderliche
Modifikation von Kraftgesetz und Bewegungsgleichungen sowie die Frage der Losbarkeit
wird in Abschnitt 1.18 behandelt. Die Abbildung 1.7 zeigt die durch die Grundgleichun-
gen mathematisch ausgedriickten Zusammenhénge zwischen Quellen und Feldern in
Form eines logischen Schemas. (Beim abgeschlossenen System entfallen die dufseren
Quellen und das einlaufende Strahlungsfeld.) Dieses logische Schema lasst sich auf
strenge Weise nicht durch ein einfacheres Schema ersetzen. Insbesondere lassen sich
die Gleichungen (1.45) bis (1.50) zufolge der in ihnen manifesten endlichen Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Wirkungen nicht in strenger Weise durch
Entkoppelung auf ein rein mechanisches Problem zuriickfithren. Das Feld ist als Vermitt-
ler der Wechselwirkung und als ,, Trager” elektromagnetischer Strahlung unentbehrlich,
die vom Feld transportierte Energie, der vom Feld transportierte Impuls und Drehimpuls
konnen nicht in Energie-, Impuls- und Drehimpulsanteile der Teilchen uminterpretiert
werden.

Nur wenn die Geschwindigkeiten aller Teilchen fiir alle Zeiten (oder zumindest fiir die
Dauer des betreffenden Versuches) betragsméfsig klein sind gegen die Lichtgeschwindig-
keit, kann man ndherungsweise zu einem rein mechanischen Problem kommen.*? Eine
andere Art von Vereinfachung ist moglich, wenn bei einem nichtabgeschlossenen Sys-
tem die ,,inneren“ Wechselwirkungen, d. h. die elektromagnetischen Wechselwirkungen
zwischen den Teilchen, gegeniiber den dufderen elektromagnetischen Kraften vernach-
lassigt werden kénnen.*® In diesem Fall kann man das logische Schema von Abb. 1.7

42Sjehe dazu Landau, L. D., und E. M. Lifschitz: Klassische Feldtheorie. Bd. II des Lehrbuches der Theoreti-
schen Physik. Verlag Harri Deutsch, Frankfurt am Main 2009.
43Ein Beispiel fiir ein derartiges System ist ein Teilchenschwarm in einem Beschleuniger.
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. (dadurch .
duBere verursachte) einlaufendes

Quellen Strahlungsfeld

Bewegungsgleichungen

Abbildung 1.7: Logisches Schema der Maxwell-Lorentz-Theorie

nidherungsweise an einer Stelle durchtrennen, und man gelangt zu drei unabhéngigen
Teilaufgaben, die in Abschnitt 1.13 behandelt werden.

Wie schon auf Seite 8 erwihnt, ist die Situation in der newtonschen Gravitationstheorie ginz-
lich anders. In dieser Theorie ist es wegen der ihr zugrunde liegenden unendlichen Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit der Gravitationswirkungen moglich, ohne Niherungen zu einem rein
mechanischen Problem zu kommen. Gravitationsstrahlung gibt es in einer galileikovarianten
Gravitationstheorie nicht, das Feld tragt nur Energie, und diese Feldenergie ldsst sich in einen
Energieanteil der Teilchen, die so genannte potentielle Energie, uminterpretieren.

Daesin der newtonschen Gravitationstheorie keine Selbstkraft gibt, gibt es auch keine Schwie-
rigkeiten bzgl. des Kraftgesetzes und der Bewegungsgleichungen. Wir kénnen deshalb im Unter-
schied zur Elektrodynamik gleich die vollstindig korrekten Grundgleichungen anschreiben.**

Feldgleichungen:

divgp(r,t) = —4nGmyd(r —rp(t)), (1.51)
b=1,2,...,N;

rotgy(r,t) = 0, (1.52)

divg®(r,t) = —4nGp(r,1), (1.53)

rotg(e¥(r,t) = 0. (1.54)

441n den folgenden Gleichungen bedeutet G die Gravitationskonstante und o(¢® die Volumsdichte einer
allfalligen vorgegebenen &dufseren Massenverteilung. Beachte ferner, dass die Massenladung (die so
genannte ,,schwere Masse®) gleich ist der Masse (der so genannten ,trigen Masse®), weshalb m, in
Gl. (1.58) nicht mehr vorkommt.
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1.11 Erhaltungssdtze fiir das abgeschlossene System

Kraftgesetz:
Die Kraft auf eine Systemmasse m, ist zum Zeitpunkt t durch

K, (1) = mag(a)(ra(t), t) (1.55)
gegeben. Dabei ist g(@ durch
N
gD 0= gp(r, )+ g, 1) (1.56)
b:
bza
definiert.
Bewegungsgleichungen:
d?rq(t)
Mg—s3— = K,(t), a=1,2,...,N. (1.57)

Durch Entkoppelung der Gleichungen (1.51) bis (1.57) gelangt man zu einem rein mechanischen
Problem.*®

Mechanisches Problem:

a2~ & ra() =) d3r PR OETE , (1.58)
b#a

dPr®) _ o 50 mpra =m0 _ f 3, P00 (ra(t) = 1)

a =12,..,N.

Exakt 16sbar ist in dieser Theorie zwar nur das Zweiteilchenproblem fiir das abgeschlossene
System?®, doch kann man zeigen, dass das gekoppelte Differentialgleichungssystem (1.58) fiir
beliebige Anfangsbedingungen r,(ty), v,(tp), a = 1,2,...,N, eine eindeutig bestimmte Losung
besitzt (Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis) und dass es bei geeigneten Anfangsbedingungen
slokalisierte Bewegungen“ gibt.#” Ferner kann man einen Konvergenzbeweis fiir die Storungs-
theorie geben. Wie wir in Abschnitt 1.18 sehen werden, ist man in der Elektrodynamik in einer
weitaus unginstigeren Situation.

1.11 Erhaltungssatze fiir das abgeschlossene System

Aus der Homogenitét der Zeit in einem Inertialsystem sowie aus der Homogenitét und
Isotropie des zugehorigen Bezugsraumes folgt in Bezug auf Inertialsysteme die Energie-,
Impuls- und Drehimpulserhaltung fiir abgeschlossene Systeme.

In der Maxwell-Lorentz-Theorie miissen sich daher fiir das abgeschlossene System
Erhaltungssitze fiir Energie, Impuls und Drehimpuls formulieren lassen. Da es uns
in erster Linie darauf ankommt, welche Form diese Erhaltungssitze besitzen, und wie

45Man fiihrt fiir jedes der Teilfelder ein Gravitationspotential ein und 16st die zugehdrigen
Poissongleichungen.

46Man findet die Losung durch Ubergehen zu Schwerpunkts- und Relativkoordinaten.

47Ein Beispiel fiir ein derartiges System ist ein Planetensystem.
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Kapitel 1 Mikroskopische Elektrodynamik (Maxwell-Lorentz-Theorie)

die Ausdriicke fiir die Energiedichte, Energiestromdichte etc. des elektromagnetischen
Feldes aussehen, gehen wir — wie schon auf Seite 26 angekiindigt — von den ,vorlaufigen®
Grundgleichungen aus, welche fiir das abgeschlossene System nach Gl. (1.45) bis (1.50)
folgendermafien lauten:

Feldgleichungen: N
divE(r,t) = 4r Z qpd(r —rp(1)), (1.59)
b=1
divB(r,t) = 0, (1.60)
_ _10B(r,¢t)
rotE(r,t) = A (1.61)
N
_ Arm B 10E(r,t)
rot B(r,t) = - bZ:;lqbvb(t)é(r rp(t)) + e (1.62)
Kraftgesetz (,vorlaufig“):
t
Ko(0) = o[ Era0). 0+ ¥5 « By (00,1 163
Bewegungsgleichungen (,,vorlaufig“):
4 _mava® _ g 1), a=1,2....N. (1.64)

dt >
vg(t)
VIi-Ta

Wie wir sehen werden, spielen die mit unendlichen Selbstkraften und Selbstenergien
verbundenen Komplikationen bei den Erhaltungssatzen nur eine untergeordnete Rolle.

Abbildung 1.8: Fester Volums-
bereich ¥V und Oberflache
F(V) fir die Formulierung
der Erhaltungssitze

Wir stellen jeweils Bilanzgleichungen fiir einen festen Raumbereich V mit der geschlos-
senen Oberfliche F(V) auf. Wahlt man irgendeinen derartigen Volumsbereich, so kommt
es i. Allg. nicht nur dadurch zu Anderungen des Wertes der Bilanzgréfe inV, dass Feld-
beitriage durch #(V) aus- bzw. einstrémen, sondern auch dadurch, dass Teilchen F(V)
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1.11 Erhaltungssdtze fiir das abgeschlossene System

nach aufsen oder innen durchsetzen und dadurch mechanische Beitrige zur Bilanzgrofse
“verschleppt” werden. Nattirlich ist es moéglich, fir diesen allgemeinen Fall Bilanzglei-
chungen zu formulieren. Wir wollen uns aber das Leben erleichtern, indem wir spezielle
Volumsbereiche V betrachten, fir die sich die Bilanzgleichungen einfacher ableiten und
anschreiben lassen. Und zwar nehmen wir an, dass sich zum betrachteten Zeitpunkt ¢ alle
N Teilchen im Inneren des VolumsbereichesV aufhalten, und im Zeitintervall (¢, t + dt)
kein einziges Teilchen V durch F(V) verlasst (s. Abb. 1.8). Derartige Volumsbereiche
lassen sich bei beliebiger Bewegungsform der Teilchen, also auch bei raumlich nicht
lokalisierten Bewegungen, fiir jedes t finden. (Ist V ein derartiger Volumsbereich, so
besitzt ein Volumsbereich V} mit der Eigenschaft ¥} D V fiir den Zeitpunkt ¢ ebenfalls
die geforderte Eigenschaft. Insbesondere kann man auch den Grenziibergang V — R3
betrachten.)

1.11.1 Energieerhaltung

Die mechanische Gesamtenergie in einem Volumsbereich V mit den vorausgesetzten
Eigenschaften ist zum Zeitpunkt ¢t durch

c2
(1.65)

||M2

mech(t) = Z Ea(t =
= Ua(t)
2

1-—
gegeben. Die zeitliche Anderung dieser Grofle konnen wir mithilfe der zu den Bewe-
gungsgleichungen (1.64) gehoérenden Arbeitssitze

M (1) Kolt) = quval®) Era(0,0), a=12..,N  (1.66)

N

c2

berechnen. Wir erhalten damit
dE t
Pmesn(t) Z 4a0a(0)- Erg(0),1).

Hier mussen sich auf der ,rechten” Seite alle Teilchengrofsen eliminieren lassen, da
in der Bilanzgleichung neben dE,¢.,/dt nur Feldbeitriage aufscheinen kénnen.*® Die-
se Elimination erreichen wir, indem wir zunachst die Summe mithilfe der 6-Funktion
formal als Volumsintegral iiber ¥V anschreiben*® und dann die Maxwellgleichung (1.62)

48Teilchentransport durch F(V) haben wir ja ausgeschlossen.
49Dabei geht die Voraussetzung, dass sich zum Zeitpunkt t alle N Teilchen im Inneren des Volumsbereiches
V aufhalten, ein.
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benttzen:
dEmecn(t) N
Pmeen(®) _ f BrEr0)-S qava0)r = ry(0)
t 1) a=1
_ < [ _ 1 [ OE(r,t)
= I fd rE(r,t)-rot B(r,t) ype fd rE(r,t) 3 (1.67)
v v

Auf der ,rechten” Gleichungsseite hitten wir gerne einen Ausdruck, dessen erster Term
sich in ein Oberflachenintegral iiber #(V) umwandeln und dessen zweiter Term sich als
Zeitableitung eines Volumsintegrals schreiben lasst. Dieses Ziel konnen wir erreichen,
indem wir in der Maxwellgleichung (1.61) auf beiden Seiten das innere Produkt mit
B(r,t) bilden, iiber den Volumsbereich V integrieren, mit ﬁ multiplizieren und die so
erhaltene Beziehung

= g . I .OB(r. 1)
0= ype /d rB(r,t)-rot E(r,t) + ype /d rB(r,t) 3 (1.68)
%

v
von GI. (1.67) subtrahieren:

dEmech _ € (1300 ‘ 1 (5 (n 0E . OB
T = E d V(E rotB—-B I'OtE)—E d r( §+B W)

14 14

— _C a3 di 1 (3.9 2
= 47de r div(E x B) Sﬂfd rat(E + B?).
v v
Da nach dem gaufsschen Satz

fd3r div(E x B) = 95 df-(E x B)

v F(V)
gilt, folgt die Bilanzgleichung
A et = [d3r @2+ B = £ D df (ExB) (1.69)
dg U-mech T g 47 ’ '
% F(V)

durch welche die folgenden Interpretationen (Definitionen) nahegelegt werden.
Energiedichte des elektromagnetischen Feldes:

1

o [E%(r,t) + B(r,1)]; (1.70)

uelm(r’ t) =

Energiestromdichte des elektromagnetischen Feldes:

S(r,1) = o [E(r,t) x B(r, D] . (1.71)
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Das Vektorfeld S(r, t) wird als poyntingsches Vektorfeld bzw. als ,,Poyntingvektor” bezeich-

net. Es bedeutet
Su(r,t):=8S(r,t)-n 1.72)

die Feldenergiemenge, die netto zum Zeitpunkt t am Ort r in der Zeiteinheit eine zum
Einheitsvektor n senkrechte Einheitsfliche durchstréomit.

Dass die Interpretation der Ausdriicke von Gl. (1.70), (1.71) als Energiedichte und Energie-
stromdichte des elektromagnetischen Feldes nicht zwingend ist, zeigt die folgende Uberlegung.
Ist W(r,t) irgendein Ausdruck in E(r,t) und B(r, t) der Dimension Energie pro Flacheneinheit,
so gilt mit GI. (1.69) auch

—%{Emech + %fd% (E2+ B2 + divW)} = %T Sﬁ df-[(ExB) - 2—“:] :
1% FV)

Da man derartige W, fiir die E? + B? + div W nichtnegativ ist, angeben kann, gibt es ein Interpre-
tationsproblem. Analoge Interpretationsprobleme gibt es bei Feldimpuls und Felddrehimpuls.

Fiir VoluminaV mit der Eigenschaft, dass sich zum Zeitpunkt ¢ alle Teilchen im Inneren
aufhalten, und auch im Zeitintervall (¢, t + dt) keines der Teilchen V verlasst (s. Abb. 1.8),
gilt also die folgende Energiebilanz:

Energieerhaltungssatz

Die Summe aus der gesamten mechanischen Energie und der gesamten im
VolumenV vorhandenen elektromagnetischen Feldenergie nimmt in der
Zeiteinheit um den Energiebetrag ab, der netto in der Zeiteinheit in Form
von elektromagnetischer Feldenergie durch die Oberfliche #(V) ausstromt:

d
~dt [Emech(t) + Eeim (8 V)] = ¢ df Su(r,t) (1.73)
FV)
mit
N mgc?

Emech(t) = Z —, (1.74)

a=1 | 1— v&(t)

CZ

Eam(t:V) = | d3rugy(r,1). (1.75)

%\_‘

Die im VolumenV vorhandene mechanische Energie kann sich unter den getroffenen Vor-
aussetzungen natiirlich nur dadurch &ndern, dass sich zufolge der vom Feld vermittelten
Wechselwirkung die kinetischen Energien der N Teilchen dndern.

Die im Ausdruck (1.75) enthaltenen unendlichen Selbstenergiebeitriage der N Punktladungen
»storen” in der Bilanzgleichung (1.73) ,nicht allzu sehr®, da sie als zeitlich konstante Beitrige
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bei der Differentiation nach ¢ ,wegfallen®. (Fiir endliche Teilchenradien R, ergeben sich zeitlich
konstante endliche Selbstenergiebeitrige, diese fallen fiir beliebig kleine R, bei der Differentia-
tion weg.) Bei Verwendung der korrekten Grundgleichungen erhilt man von vornherein einen
Energieerhaltungssatz ohne diese Problematik.

Nehmen wir einmal an, es gibt Systeme, bei welchen alle N Ladungen zu allen Zeiten
im Inneren eines Kugelbereiches K(R,) (R, fest) bleiben, d. h. bei welchen eine rdumlich
»lokalisierte“ Bewegung der Teilchen vorliegt.>® Man wiirde vielleicht annehmen, dass es
dann keinen Energiestrom durch die ,unendlich ferne Oberflache” gibt, dass also

1}3&3 ¢den(r, t) > 0, Vt (1.76)
FV)

gilt. Dies wiirde bedeuten, dass der Energieerhaltungssatz fiir derartige Systeme im
Grenzfall ¥V — R3 die Form ,,Die Summe aus mechanischer Energie und Feldenergie ist
zeitlich konstant“ annimmt:

Emech(t) + Eeim (5;V — R3) — konst. (1.77)

Von der Elektro- und Magnetostatik ist man ,gewohnt®, dass die Feldstirken lokalisierter
Quellen im Unendlichen wie 1/r? gegen null streben. Mit S, ~ 1/r#, df = r?d{(? hitte
man dann tatsdchlich das Verhalten von Gl. (1.76). Wir werden aber in Abschnitt 1.16
sehen, dass die Feldstarken E, B in der Elektrodynamik zufolge der Ausstrahlung elek-
tromagnetischer Wellen durch die beschleunigt bewegten Ladungen im Unendlichen
nur wie 1/r gegen null streben, sodass die Beziehung (1.76) nicht gilt. Nur fir den Fall
von schwach beschleunigten nichtrelativistischen Ladungen kann man — wie wir sehen
werden — bei nicht zu langer Versuchsdauer die Abstrahlung vernachlassigen, da dann
die vom System wiahrend der Versuchsdauer abgestrahlte Energie im Vergleich zu den
Energien Ejech, Eeim Vernachlassigbar klein ist. Da unter diesen Umstidnden die zeitliche
Abnahme von Eecp, + Eeim flir die Versuchsdauer vernachlissigt werden kann, gilt in
diesem Fall mit Egjp, (t) = Eqin (£;V = R3)

Emech(t) + Eeim(t) = konst., (1.78)

d.h. Eech + Eelm iSt eine ndherungsweise Erhaltungsgrofde. Schreibt man diesen nihe-
rungsweisen Energieerhaltungssatz in der Form®!

i mavg(t) + 1 g3 [EX(r,t) + B(r,t)] ~ konst (1.79)
a=1 2 81 d ’ ’ " . .

R3
an, so hat man allerdings keine sinnvolle Beziehung, solange man aus Eq,(t) nicht die

zeitunabhéngigen aber unendlichen Selbstenergiebeitrige der Punktladungen eliminiert
hat.

50F{ir derartige Systeme lasst sich allerdings die Maxwell-Lorentz-Theorie gar nicht als logisch konsistente
abgeschlossene Theorie formulieren; s. dazu die Abschnitte 6-4, 6-6 und 7-1 des Buches von Rohrlich.

51Dje Ruhenergie wird dabei in die Konstante gezogen, ferner wird aufgrund der Voraussetzungen fiir die
kinetischen Energien der Teilchen die newtonsche Formel bentitzt.
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1.11.2 Impulserhaltung

Wir gehen vollkommen analog wie in Abschnitt 1.11.1 vor. Die Rechnungen sind aber
komplizierter, weil wir es mit einer Vektorgrofse zu tun haben.

Der mechanische Gesamtimpuls in einem Volumsbereich V mit den vorausgesetzten
Eigenschaften ist zum Zeitpunkt ¢t durch

N
m,v,(t
Pmecn(®) = 3 pa(t) = 3 —Habald (1.80)
a=1 a=1 1— v2(t)
c2

gegeben. Die zeitliche Anderung dieser Gréfse konnen wir mithilfe der Bewegungsglei-
chungen (1.64) berechnen. Wir erhalten damit

d t v
dPmeen(®) _ 2 4ol Era(0).0)+ 222 s« Br,(0.0)].
Wir erreichen die Elimination aller Teilchengréfsen auf der ,,rechten” Seite, indem wir

die Summe mithilfe der 6-Funktion formal als Volumsintegral iiber V anschreiben und
die Maxwellgleichungen (1.59), (1.62) bentitzen:

N N
dPmech(t) _ f BrEE,)Y qad(r —ra()) - f d3r [B(r, Hx Y qavaT(t) 3(r — ra(t))]
a=1 a=1

dt
%

ot

Auf der ,,rechten Gleichungsseite hitten wir wieder gerne einen Ausdruck, dedseh
erster Term sich in ein Oberflachenintegral iiber #(V) umwandeln und dessen zweiter
Term sich als Zeitableitung eines Volumsintegrals schreiben lasst. Dieses Ziel konnen
wir erreichen, indem wir den Integranden unter Verwendung der Maxwellgleichungen
(1.60), (1.61) auf geeignete Weise umformen.

Diese Umformung zerlegen wir in drei Teilschritte. Beim ersten Schritt beniitzen wir die
Maxwellgleichung (1.61):

10E 10B 10
Bx_ﬁ_(Eant) cot

Beim zweiten Schritt beniitzen wir neben dieser Beziehung die Maxwellgleichung (1.60), die es
uns ermoglicht, ,ungestraft einen Term B divB hinzuzufiigen:

=— f d3r [E(r t) divE(r,t) — (B(r,t) x rot B(r, 1)) + (B(r £) x iaE(r t))].

—(ExB)=—(ExrotE) — ——(E B).

. 10E
EdivE - (erotB)+< x—a)
= —(ExrotE)+ E divE — (erotB)+Bd1vB———(E B).

Fiir den dritten Schritt machen wir von der fiir ein beliebiges Vektorfeld a(r, t) giiltigen Formel

3

{—(axrota)+adiva}i =- Z 9

ax [1 5ija®~ aiaj]
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Gebrauch. Mit dieser Formel erhalten wir fiir den Integranden in Gl. (1.81) die gewiinschte Form:

10E
EdiVE — (BxrotB)+(Bx %
{ iv rot B) + ( ¢ ot )}i (1.82)

>3 11 14
— — =58 :(E? N _rp_nrl_1 -
.§=1; axj[z‘s”(E + B?) — EiE B,B,] 235 ExB)i.

Da aus dem fiir die kartesischen Komponenten eines beliebigen Tensorfeldes beliebiger Stufe
gliltigen verallgemeinerten gaufsschen Satz speziell fir ein Tensorfeld zweiter Stufe T

fd3 - Tji(r, ) = Z Sﬁdﬁ Ty(r, 1) (1.83)

:}'(V)
folgt und somit die Beziehung
Z [ 8,;(E? + B?) — E;E; — B;B ] Z 9§dj;[%5ij(E2+Bz)—EiEj—BiBj]
9‘(17)

gilt, erhalten wir aus den Gleichungen (1.81), (1.82) die gesuchte Bilanzgleichung.
Durch die Bilanzgleichung®?

d 1
_E{pmech + A7c d3r(ExB)}
Y (1.84)
-1 71 24 p2
- =2 Sﬁd;}[za,J(E B%) —EE BB]
. =7
ZW.
_dy + L a3 ExB))
~ g | Pmech 47c
v (1.85)
_ 1 1, g ‘mE — (B-
= 9§df[2(E + B>)n—(E-n)E— (B n)B]

werden die folgenden Interpretationen (Definitionen) nahegelegt.
Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes:

S(" ) (1.86)

:Pelm( )

(S(r,t) ist dabei die Energiestromdichte des elektromagnetischen Feldes Gl. (1.71));

Impulsstromdichte des elektromagnetischen Feldes:

52Beachte: Ist n = n(r) der auf eins normierte Flichennormalvektor im Flichenpunkt r, so gilt
df] = nj df
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symmetrisches Tensorfeld zweiter Stufe o mit den kartesischen Komponenten

01 (F £) = teim(F, 1) ;) — % [Ei(r, ) E(r, ) + By(r, ) B(r, )] (1.87)

Die Grofse G, (r, t) mit den kartesischen Komponenten
3
Gn,,-(r, t) = Z O'ij(r, t) n;, (1.88)
j=1

symbolisch G,, : = ¢-n geschrieben, bezeichnen wir als Impulsstromdichte des Feldes bzgl.
der Richtung n. Es gilt

G, (r\t) = Uy (F, ) 1 — % [(E(r, t)-n)E(r,t) + (B(r,t)- n)B(r, t)] . (1.89)

Ueim (7, t) ist dabei durch die Gleichung (1.70) gegeben. Die Impulsdichte gibt den zum
Zeitpunkt t am Ort r in der Volumseinheit ,,gespeicherten” Feldimpuls nach Betrag
und Richtung an. Die Bedeutung der Impulsstromdichte des Feldes bzgl. der Richtung
n ist die folgende: G, (r,t) gibt nach Betrag und Richtung den Feldimpuls an, der net-
to zum Zeitpunkt t am Ort r in der Zeiteinheit eine zum Einheitsvektor n senkrechte
Einheitsfliche durchstromt.>3

Die Grofse G,,(r, t) in der Impulsbilanz entspricht der Grofse S, (r, t) (siehe Gl. (1.72))
in der Energiebilanz. Der dortigen Grofse S(r, t) entspricht das Tensorfeld zweiter Stufe
o(r,t). Das Tensorfeld —o(r, t) wird aus historischen Grinden als maxwellscher Span-
nungstensor bezeichnet. >

Fir Volumina ¥ mit der Eigenschaft, dass sich zum Zeitpunkt ¢ alle Teilchen im Inne-
ren aufhalten, und auch im Zeitintervall (¢, t + dt) keines der Teilchen V verlasst (siehe
Abb. 1.8), gilt also die folgende Impulsbilanz:

Impulserhaltungssatz

Die Summe aus dem gesamten mechanischen Impuls und dem gesamten
im Volumen V vorhandenen elektromagnetischen Feldimpuls nimmt in
der Zeiteinheit um den Impuls ab, der netto in der Zeiteinheit in Form von
elektromagnetischem Feldimpuls durch die Oberfliche #(V) ausstromt:

_% [ Pmecn(t) + pelm(t§v)] = ¢ df G,(r,t) (1.90)
Fv)
mit

53Beachte: Wahrend in der Definition (1.89) n einen beliebigen vorgegebenen Einheitsvektor bedeutet,
bedeutet n in der Bilanzgleichung (1.85) den ortsabhdingigen Flichennormalvektor n(r).

54Dje Bezeichnung Spannungstensor rithrt von der historischen Vorstellung eines materiellen Athers her,
der Spannungen tibertragen kann.
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N mgv (1)
Pmech(l) = Z — (1.91)
a=1 1 va(t)
C2
Pan(V) = [ @1 Pan(e.0). (1.92)
v

Der im VolumenV vorhandene mechanische Impuls kann sich unter den getroffenen Vor-
aussetzungen natirlich nur dadurch dndern, dass sich zufolge der vom Feld vermittelten
Wechselwirkung die Impulse der N Teilchen &ndern.

Fir eine rdumlich lokalisierte Bewegung der N Teilchen und unter der Vorausset-
zung, dass sich die Teilchen nur schwach beschleunigt und mit nichtrelativistischen
Geschwindigkeiten bewegen, kann bei nicht zu langer Versuchsdauer die Abstrahlung
und damit die zeitliche Anderung von pmpech + Peim vernachlissigt werden, und es gilt
dann mit peim(t) = Peim(;V = R?)

Pmech(t) + Pem(t) = konst., (1.93)

d.h. pmech + Peim iSt eine ndherungsweise Erhaltungsgrofse. Diesen naherungsweisen
Impulserhaltungssatz kann man in der Form schreiben:®®

N
Z Mgy (t) + ﬁ fd3r[E(r, t)xB(r,t)| ~ konst. (1.94)
a=1

R3

1.11.3 Drehimpulserhaltung

Analoge Uberlegungen wie beim Impuls lassen sich beim Drehimpuls anstellen, doch
sind die Rechnungen noch komplizierter, da es sich um eine durch aufsere Produkte
definierte Vektorgrofse handelt. Die mechanischen Grofsen werden wie iiblich definiert,
fir Drehimpulsdichte und Drehimpulsstromdichte des elektromagnetischen Feldes erhalt

man®°®
Lom(@,t) =1 x Pon(r, ), w(r,t) :=rxo(r,t).

55Aufgrund der Voraussetzungen kann man fiir die Teilchenimpulse die newtonsche Formel beniitzen.

56Sijehe dazu Stumpf, H., und W. Schuler: Elektrodynamik. Vieweg, Braunschweig 1981. — Da das Photon
einen Eigendrehimpuls (Spin 1) besitzt, muss es in der Quantenfeldtheorie des elektromagnetischen
Feldes einen Bahndrehimpuls- und einen Spinbeitrag der Photonen zum Felddrehimpuls geben. Die
klassische Beziehung fiir die Drehimpulsdichte iberrascht deshalb auf den ersten Blick. Eine geeignete
Umformung des klassischen Ausdruckes fiir den Felddrehimpuls fiihrt aber zu einer Aufspaltung in
zwei Terme, die nach der ,Quantisierung” des elektromagnetischen Feldes einen Bahndrehimpuls-
und einen Spinbeitrag der Photonen ergeben; siehe dazu Aufgabe 7.27 von Jackson, J. D.: Klassische
Elektrodynamik. Walter de Gruyter, Berlin 2006.
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1.12 Transformation von Quellen und Feldern. Lorentzkovarianz

(Letztere Beziehung steht symbolisch fiir 7;; = Zj  Eijk % 0x1.) Aus dem Drehimpulsstrom-
dichtetensor lasst sich die zugehorige Drehimpulsstromdichte bzgl. einer gegebenen
Richtung n auf analoge Weise berechnen wie die Impulsstromdichte bzgl. der Richtung
n aus dem Impulsstromdichtetensor.

1.12 Transformation von Quellen und Feldern.
Lorentzkovarianz

Wir untersuchen nun, ob die Maxwell-Lorentz-Theorie eine im Sinne des einsteinschen
Relativitatsprinzips ,brauchbare” physikalische Theorie ist, d. h. ob sie mit diesem Prin-
zip vertraglich ist.

Vertraglichkeit des Systems der Maxwell-Lorentz-Gleichungen (1.45) bis (1.50) mit
dem einsteinschen Relativitdtsprinzip ist dann und nur dann gegeben, wenn es moéglich
ist, fir die elektromagnetischen Feldstirken ein Transformationsgesetz

1: E(r,t), B(r,t) <«— 1. E'(r\t"),B(r,t')

anzugeben, welches zusammen mit den bekannten Lorentz-Transformationsgesetzen
der elektrischen Ladung, der Raumzeitkoordinaten von Ereignissen, der Teilchenbahnen
und der Teilchengeschwindigkeiten die Forminvarianz der Grundgleichungen (1.45) bis
(1.50) gewahrleistet.

Hat man ein derartiges Transformationsgesetz fiir die Feldstirken gefunden, so postu-
liert man es im Rahmen der Theorie, und die auf diese Weise vervollstindigte Theorie ist
lorentzkovariant.

Die komplizierte Struktur des Systems der Maxwell-Lorentz-Gleichungen lasst die
Vertraglichkeit der Theorie mit dem einsteinschen Relativitdtsprinzip nicht unmittelbar
erkennen. Da wir auf die Einfithrung der Tensorrechnung im Minkowskiraum?®’ verzich-
ten wollen®®, steht uns fur die Behandlung dieses Problems nicht das wirkungsvollste
mathematische Riistzeug zur Verfiigung. Wir miissen uns aber auch nicht mit der , Fufs-
ganger“-Methode bescheiden®?, da uns immerhin das Konzept der Vierervektorfelder
zur Verfligung steht. Die Moglichkeit, die sechs Feldfunktionen Ey, Ey, E;, By, By, B, durch
vier Feldfunktionen, die elektromagnetischen Potentiale ¢, Ay, A, A, auszudricken,
eroffnet einen Weg, der zwar nicht der kiirzeste und eleganteste ist, der aber gegentiber
der reinen ,Fufsginger“-Methode immer noch wesentlich kiirzer und tibersichtlicher ist.

57Mathematische Konzepte: Vierertensoren und Vierertensorfelder zweiter und héherer Stufe, Vierergra-
dientenoperator, Metriktensor, kontravariante und kovariante Tensorkomponenten

58Im Nachhinein werden wir im Abschnitt 1.12.5 einige dieser mathematischen Konzepte skizzenhaft
erldutern, um zu zeigen, wie ,,schon® Naturgesetze aussehen, wenn man fir ihre Formulierung die
adidquate Mathematik bentitzt.

59Diese besteht im Einsetzen der bekannten Transformationsgesetze in die Grundgleichungen, Anwenden
der Kettenregel fiir die Differentiation und Neugruppieren der auftretenden Terme; siehe dazu z. B.
Melcher, H.: Relativititstheorie in elementarer Darstellung. Aulis Verlag, Berlin 1976.
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Kapitel 1 Mikroskopische Elektrodynamik (Maxwell-Lorentz-Theorie)

1.12.1 Transformation der Quellen

Da sich die Gesamtquellen wie die Teilquellen transformieren, gentigt es, das Transfor-
mationsverhalten der zu einer Punktladung q; gehorigen Quelldichten

pp(r,t) = qpd(r —rp(1)),  Jjp(r,t) = qpop(t)d3(r — ry(t))

bei einem Bezugssystemwechsel I — I’ zu untersuchen.

In den Ausdriicken fur pp, jp, ist das Transformationsverhalten aller Gréfsen bekannt:
b ist eine bekannte (in allen Inertialsystemen gleich definierte) Funktion, g, ist eine Lo-
rentzinvariante, das Transformationsgesetz fiir Raumzeitkoordinaten, Teilchenbahnen
und Teilchengeschwindigkeiten ist bekannt. Wir miissen uns aber mit diesen Details
gar nicht explizit befassen, sondern konnen unmittelbar von der Lorentzinvarianz der
Ladung ausgehen, welche wegen der Additivitdt der Ladung auch infinitesimal gelten

muss:°°
pp(r,t)d’r = p{(r,t')d®"  (Viererskalarfeld). (1.95)

Ferner beniitzen wir das Transformationsverhalten der Raumzeitkoordinaten von Ereig-
nissen bei allgemeinen Lorentztransformationen

xH = M xa W (1.96)

sowie die Tatsache (s. Aufgabe E1), dass die Determinante der Transformationsmatrix
L = (I%,) fiir beliebige Lorentztransformationen den Wert eins besitzt:

detL=1. 1.97)
Mit GI. (1.96) folgt fiir das ,,vierdimensionale Volumselement*
d*x == dx°dx'dx*dx3 = d(ct) d3r

das Transformationsgesetz

dy = A(xY, xV, x%', x3)
a(x0, x1, x2, x3)

d*x = detLd*x.
Wegen GI. (1.97) gilt also

d*x =d*x’ (Lorentzinvariante). (1.98)

Wir bauen nun aus der lorentzinvarianten Geschwindigkeit ¢, dem Viererskalarfeld von
Gl. (1.95) und dem infinitesimalen Vierer-Verschiebungsvektor dxﬁ langs der Weltlinie
der Ladung q; durch Produktbildung eine Grofde auf, deren Transformationsverhalten

als Vierervektorfeld unmittelbar aus ihrer Konstruktion folgt:
3, 1 H 3 dxj, -
cpp(r,t)d>rdxy = pp(r,t)d rd(ct) ar (Vierervektorfeld) .

60Zur Additivitidt und Lorentzinvarianz der elektrischen Ladung s. Abschnitt 1.5.
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1.12 Transformation von Quellen und Feldern. Lorentzkovarianz

Durch Weglassen der Lorentzinvariante d3r d(ct) = d*x verbleibt nach dem Quotienten-
theorem der Tensorrechnung wiederum ein Vierervektorfeld:

u

d
ep(r,t) % (Vierervektorfeld). (1.99)

Wir berechnen nun die Komponenten dieses Vierervektorfeldes und erinnern uns dabei
an die Begriffe Eigenzeitdifferential und Vierergeschwindigkeit eines Teilchens. Mit

_ _dt i _ (X _
doy =05 0f)= ( T ) = y(vp) (¢, V) (1.100)
folgt
@ _ L dndh 1
Po =gy =P ar dr, ~ PPy,
also
dxt .
(Pb d_tb) = (cpp, VrPp) = (CPp, Jb) - (1.101)

Wir haben damit bewiesen, dass sich cpy, j, bei Wechsel des Bezugssystems als Kom-
ponenten eines Vierervektorfeldes transformieren. Da die ,raumlichen” Komponenten
durch die ,,gewohnliche Stromdichte (,,Dreierstromdichte®) j, gegeben sind, kdnnen
wir dieses Vierervektorfeld, die elektrische Viererstromdichte zur Ladung q;, mit ( jg‘ ) bzw.
abstrakt mit j, bezeichnen:®!

Joi Ii (Jp) = (cops Ji)- (1.102)

Fir die Gesamtquelldichten Gl. (1.5), (1.6) folgt dann, dass cp, j ebenfalls ein Vierervek-
torfeld, die elektrische (Gesamt-)Viererstromdichte, bilden:

ji I (M) =(cp ). (1.103)

Wir haben hier der Einpriagsamkeit halber die Argumente weggelassen. Ausfiihrlich
geschrieben hat man

Jr I (R0 xL X2 x3)) = (cp(r, 1), j(r,1)).

Als Komponenten eines Vierervektorfeldes transformieren sich die j# bei einer allge-
meinen Lorentztransformation (s. Gl. (1.96)) geméaf3

(Y, %Y, x2 x3") = ji4 JE(xXO, x, X2 x3), (1.104)

51Wir verwenden fiir einen Vierervektor oder ein Vierervektorfeld immer dann ein anderes Symbol als
flr die betreffende ,,Dreiergrofse”, wenn die ,,rdumlichen“ Komponenten nicht mit der , Dreiergrofse®
ibereinstimmen (Beispiele: Teilchengeschwindigkeit, Teilchenbeschleunigung, Kraft).
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Kapitel 1 Mikroskopische Elektrodynamik (Maxwell-Lorentz-Theorie)

also gilt insbesondere fiir Inertialsysteme I, I’ in Standardkonfiguration (vergleiche mit
Seite 9)

Pt = y)(ptr,n - YLD, (1.105)
) = Yl = V(). (1.106)
Jyrit) = jy@r, 1), (1.107)
J2(rt') = jo(r,1). (1.108)

Vereinbart man, dass bei Transformationsgleichungen von Feldern generell ,,gestriche-
ne“ Grofsen als Funktionen der , gestrichenen“ Raumzeitkoordinaten und ,ungestriche-
ne“ Grofsen als Funktionen der ,ungestrichenen® Raumzeitkoordinaten aufzufassen sind,
so kann man anstelle von Gl. (1.104) einfach

=1 (1.109)

schreiben. Analog lautet dann die Standard-Lorentztransformation fiir die elektroma-
gnetischen Quelldichten:

- _Vix
P =rW(p- ). (110
Jx = vWMUx—Vp), (1111)
Jy =y (1.112)
Ji = Jz- (1.113)

Die Umkehrtransformation erhilt man daraus nach dem Reziprozititssatz der Relativi-
tatstheorie, indem man , gestrichene” Grofden durch ,ungestrichene® Grofsen, ,ungestri-
chene” Grofden durch ,,gestrichene” Grofsen und V durch —V ersetzt.

Die Aufgabe E2 stellt eine einfache Anwendung der Formeln (1.110) bis (1.113) dar.

Von der Kontinuitdtsgleichung (1.9), welche die Erhaltung der Ladung ausdriickt,
erwarten wir, dass sie sich als lorentzkovariant erweist. Erinnern wir uns an den Vierer-

gradientenoperator 14
9 I (69)=(%9)= (55" (1.114)

und an das lorentzinvariante minkowskische innere Produkt von Vierervektoren,
a-b=ab"—a-b, (1.115)

so sehen wir unmittelbar, dass sich die Kontinuitatsgleichung sogar in offensichtlich lo-
rentzkovarianter Form schreiben lasst:

|

<.
Il
=)

(1.116)
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1.12 Transformation von Quellen und Feldern. Lorentzkovarianz

1.12.2 Transformation der Potentiale

Die Feldgleichungen fiir die elektromagnetischen Potentiale in Lorenzeichung sind durch
(1.34) bis (1.36) gegeben. Die Grofden auf den ,,rechten” Seiten von (1.34), (1.35) sind nach
Gl (1.103) Komponenten des Vierervektorfeldes ** j in Bezug auf das Inertialsystem I. Da
der d’Alembertoperator 00 = d - d ein lorentzinvarianter Differentialoperator ist, sind die
Gleichungen (1.34), (1.35) dann und nur dann lorentzkovariant, wenn ¢, A Komponenten
eines Vierervektorfeldes sind. Ist dies aber der Fall, so ist auch GlI. (1.36) lorentzkovariant,
da dann
%%—f +divA

das minkowskische innere Produkt von d mit diesem Vierervektorfeld darstellt. Wir
postulieren entsprechend, dass ¢, A ein Vierervektorfeld, das elektromagnetische Vierer-
potential, bilden:

Al I (A9 =(p,A). (1.117)

Mit diesem Postulat, d. h. mit der Forderung, dass bei einer allgemeinen Lorentztransfor-

mation (s. Gl. (1.96)) , ,

gelten soll, nehmen die Feldgleichungen fiir die elektromagnetischen Potentiale die
offensichtlich lorentzkovariante Form

0A=2j, (1.119)

3-A=0 (1.120)

an.
Die Standard-Lorentztransformation fiir die Potentiale lautet:

¢ = r(p- A, @121

1%
Ay = v A -29).  (122)
A, = Ay, (1.123)
Az = Az (1.124)

Die Umkehrtransformation erhélt man daraus mithilfe des Reziprozitatssatzes.

In den Transformationsformeln (1.118) und (1.121) bis (1.124) wurden wieder die Argumente
weggelassen. Die diesbeziigliche Vereinbarung von Seite 42 wird noch einmal in Erinnerung
gerufen.

In Aufgabe E3 werden die Formeln (1.121) bis (1.124) auf ein einfaches Problem angewendet.
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1.12.3 Transformation der Feldstarken

Wird der Zusammenhang zwischen Feldstdrken und Potentialen als forminvariant ange-

nommen,
E(r,t) = —grado(r,t) — %w, (1.125)
B(r,t) = rotA(r,t), (1.126)
Bt = —grad’qo'(r’,t’)—%%, (1.127)
B'(r,t") = rot’A'(r',t'), (1.128)

so ist mit der Lorentzkovarianz der Feldgleichungen fiir die elektromagnetischen Poten-
tiale auch die Lorentzkovarianz der Maxwellgleichungen gewihrleistet. Das Transforma-
tionsgesetz der elektromagnetischen Feldstdrken lasst sich dann mithilfe der bekannten
Transformationsgesetze der Raumzeitkoordinaten und der Potentiale im Prinzip fir
einen beliebigen Bezugssystemwechsel I — I’ ableiten. Da wir aber das Transformations-
gesetz der Raumzeitkoordinaten nur fiir Systeme in Standardkonfiguration behandelt
haben, leiten wir auch das Transformationsgesetz fir die Feldstirken nur fiir Systeme
in Standardkonfiguration ab.

Da man das Transformationsgesetz von E und B bei raumzeitlichen Translationen und raum-
lichen Drehungen ohnehin kennt, und sich eine allgemeine Lorentztransformation aus zwei
raumlichen Drehungen, einer Standard-Lorentztransformation und einer raumzeitlichen Trans-
lation zusammensetzen lisst, ist diese Beschriankung nicht wesentlich.®?

Fir Bezugssysteme in Standardkonfiguration transformieren sich die Raumzeitko-
ordinaten gemaéfs den Gleichungen von Seite 9 und die elektromagnetischen Potentiale
gemafs Gl. (1.121) bis (1.124). Setzt man die letzteren Beziehungen in Gl. (1.127), (1.128)
ein, bildet man die Ableitungen unter Beachtung der Kettenregel®® und vergleicht man
schliefdlich mit Gl. (1.125), (1.126), so kann man das Transformationsgesetz der elek-
tromagnetischen Feldstirken bei einer Standard-Lorentz-Transformation ablesen. Wir
fiihren hier die Rechnung nur fiir eine Komponente explizit vor: Einsetzen von Gl. (1.121)
und (1.123) in

! 0A;
dy’ ¢ ot
und Bertiicksichtigung der Beziehungen
0 0 10 10 Vo
w5 - atw)

gibt zunachst

, 0 oA 0A, 4
5 =5 -5 - (F -5

62Beziiglich des Transformationsgesetzes von E und B bei einer allgemeinen Lorentztransformation siehe
z.B. Abschnitt 11.10 von Jackson, J. D.: Klassische Elektrodynamik. Walter de Gruyter, Berlin 2006.

63Da wir auf die Einfithrung von Vierertensoren zweiter Stufe, insbesondere des Feldtensors des elektro-
magnetischen Feldes, verzichtet haben, miissen wir jetzt eine Wegstrecke als ,,Fufsginger” zuriicklegen.
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Mithilfe von GI. (1.125), (1.126) folgt daraus das gesuchte Transformationsgesetz

Ej=y(V) (Ey - % BZ).

Die Rechnung fir die tibrigen Komponenten ist vollkommen analog. Man erhélt als
Standard-Lorentztransformation fiir die elektromagnetischen Feldstarken:

E. = E,, By = By,
E) = y(V)(Ey—gBZ), B) = y(V)(By+ %Ez) (1.129)
B} = y(V)(E:+ 2 By), B; = y(V)(B.— v E).

Die Umkehrtransformation erhédlt man daraus mithilfe des Reziprozititssatzes.

In Aufgabe E3 werden die Formeln (1.129) fiir die Berechnung des elektromagnetischen
Feldes einer gleichformig geradlinig bewegten Punktladung bentitzt.

Wir haben schon bisher immer vom elektromagnetischen Feld E, B und nicht vom
elektrischen Feld E und magnetischen Feld B gesprochen. Das Transformationsgesetz
der Feldstiarken zeigt, dass elektrisches und magnetisches Feld tatsdchlich keine univer-
sellen und damit keine fundamentalen Begriffe darstellen, vielmehr das elektromagnetische
Feld der fundamentale Begriff ist. (Siehe auch den Feldtensor Gl. (1.143).) Gilt in einem
Inertialsystem I E # 0, B = 0 oder E = 0, B # 0, so gilt fiir alle gegeniiber I bewegten
Inertialsysteme I’ E' # 0, B' £ 0.

Durch Einsetzen von Gl. (1.129) kann man leicht verifizieren, dass bei Standard-
Lorentztransformationen E-B’ = E-B und B'>— E'? = B?— E? gilt. Da diese Beziehungen
aber auch fiir raumzeitliche Translationen und rdumliche Drehungen gelten, sind

I,:=E-B, I,:=B%— E? (1.130)

Viererskalarfelder in Bezug auf beliebige Lorentztransformationen. Diese Viererskalarfel-
der heifsen Feldskalare (,Feldinvarianten®).

Wie man in der Vierertensorformulierung zeigen kann (s. Abschnitt 1.12.5), gibt es neben I,
I, keine weiteren Feldskalare. Ohne Vierertensorrechnung kann man das nicht beweisen.

Die elektromagnetische Energiedichte ug, stellt kein Viererskalarfeld dar®*, wohl

aber gilt dies flr 1
Umagn — Uel = gIZ .

Aus der Existenz der Feldskalare lassen sich wichtige Schliisse ziehen.

64Sie transformiert sich bei einem Bezugssystemwechsel als ,,00“-Komponente eines Vierertensorfeldes
zweiter Stufe, des Energie-Impuls-Tensors des elektromagnetischen Feldes.
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+ Giltin einem Inertialsystem I an einem Ereignis E 1L B und |E| = |B|, so gilt an dem
betreffenden Ereignis in einem beliebigen Inertialsystem I’ E’' L B’ und |E’| = |B’|.
Elektromagnetische Strahlungsfelder (Wellenfelder) besitzen diese Eigenschaften in der
ganzen Raum-Zeit, d. h. an allen Ereignissen (s. die Abschnitte 1.16,1.17). Beliebige inertiale
Beobachter sind sich also einig, ob ein elektromagnetisches Feld ein Strahlungsfeld ist
oder nicht.

« Im Einklang mit den Feldskalaren steht die folgende Aussage: Gilt in einem Iner-
tialsystem I an einem Ereignis E L B und E? > B2, so existieren (nicht abzahlbar
unendlich viele) Inertialsysteme I’ mit der Eigenschaft, dass an dem betreffenden
Ereignis B’ = 0 gilt.

Da sich diese Bezugssysteme I' relativ zu I nicht in x-Richtung bewegen, benétigt man zum
Beweis der Aussage das Transformationsgesetz der Feldstirken fiir Systeme, welche nicht
in Standardkonfiguration sind. Man kann dann zeigen, dass die Geschwindigkeiten V der

Systeme I’ durch
‘—/—]—Ex1—3+a\/1—lizl—5 -l1<a<+1
¢ EE E2 E’

gegeben sind.®® Beachte, dass dabei das Ereignis fest ist, also V eine konstante Geschwin-
digkeit ist. Gilt E 1 B und E? > B? fiir alle Ereignisse, so kann es moglich sein, dass man
eine Funktion a(r,t) finden kann, deren Funktionswerte betragsmaéfsig kleiner als eins sind,
sodass V (wie erforderlich) nicht von r, t abhingt, also ein bestimmtes Inertialsystem I’ mit
B'(r,t') =0,V r,t existiert. Dies ist genau dann der Fall, wenn in I’ rein elektrostatische
Verhéltnisse vorliegen (statische Ladungsverteilung, kein Strahlungsfeld).®®

Eine solche Situation liegt bei Aufgabe E3 vor. Wahlt man in Aufgabe E3

!
so erhilt man V= vy und B'(r,t') = 0, E'(r't') = q:;—3, das elektrostatische Feld einer
beziiglich I’ im Ursprung ruhenden Punktladung.

+ Analog kann man beweisen: Gilt in einem Inertialsystem I an einem Ereignis E 1 B
und B? > E?, so existieren (nicht abzdhlbar unendlich viele) Inertialsysteme I’ mit
der Eigenschaft, dass an dem betreffenden Ereignis E’ = 0 gilt.

Die Geschwindigkeiten V der Systeme I’ sind dann durch

‘—/—Ex§+a\/1—E—2§ —-l1<a<+1
c B B B2 B’

65Siehe dazu Abschnitt 39 von Rindler, W.: Introduction to Special Relativity. Oxford University Press,
Oxford 1991. — Der Leser zeige selbst, dass die Bedingung fiir ¢ aus der Forderung |V| < c folgt.

66Die mitunter geduflerte Meinung, das magnetische Feld sei keine primére Grofe, sondern nur ein
,Effekt® der auftritt, wenn man sich relativ zu einem elektrischen Feld bewegt ist falsch. Wer nur den
geade besprochenen Sonderfall kennt, mag dadurch zu dieser falschen Meinung verleitet sein.
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gegeben.®” Das Ereignis ist dabei wieder fest. Gilt E L B und B? > E? fiir alle Ereignisse, so
kann es moglich sein, dass man eine Funktion a(r, t) finden kann, deren Funktionswerte
betragsméflig kleiner als eins sind, sodass Vnicht von r, t abhéngt, also ein bestimmtes Iner-
tialsystem I' mit E'(r’,t') = 0, V 1/, t’, existiert. Dies ist genau dann der Fall, wenn in I’ rein
magnetostatische Verhéltnisse vorliegen (stationire Stromverteilung, kein Strahlungsfeld).

1.12.4 Transformation der Krafte. Lorentzkovarianz

Aus der relativistischen Mechanik ist bekannt, dass die Bewegungsgleichungen (1.50)
dann und nur dann lorentzkovariant sind, wenn sich die auf die Ladungen q, wir-
kenden , Dreierkrafte” K, fiir Systeme in Standardkonfiguration gemafs der Standard-
Lorentztransformation fiir die Krafte

V(K, v
Ka,x_ ( a Cl)

2
' _ C
Kix = oy (118
1- 23
c
K,
Kgy = o , (1.132)

y)(1- 2t
Kaz
K, = ’ (1.133)
-

transformieren.

Wir zeigen nun, dass diese Beziehungen genau dann aus dem Transformationsgesetz
(1.129) fiir die elektromagnetischen Feldstdrken folgen, wenn man die Forminvarianz
der ,Dreier“-Lorentzkraft annimmt:

Ko() = qu[E(ra(0).0) + ”aT(t) « B(ro(0),1)]. (1.134)
Ki(t") = qq|E'(re(),t') + @ xB'(rq(t),t")]. (1.135)

Dabei benétigen wir noch die aus der relativistischen Mechanik bekannte Standard-

67Siehe die Fufdnote 65.
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Lorentztransformation fiir die Teilchengeschwindigkeiten:

;L Vgx—V
Ua,x - Ua xV ’ (1.136)
1— %X
C
L,
ULy, = Ly , (1.137)

T m- ey

Uaz
VL, = ’ . (1.138)
’ UgxV
y(v)(1 - -5-)

Wir fihren die Rechnung wieder nur fiir eine Komponente durch. Den Teilchenindex
lassen wir dabei zur Vereinfachung der Schreibweise voriibergehend weg. Mit

! ! U/ ! Ul i
K, = q[Ex+?yBZ —?ZBy]

) 2yWVB—5E)  Er)(B+ ¢ E)
= q|B+ < o _V) poT |
S T )
c? 1 1V(-K)
— Ky q c?

vV
1 - c_2
Damit haben wir gezeigt, dass die Maxwell-Lorentz-Theorie bei geeigneter Transforma-
tion der elektromagnetischen Feldstiarken lorentzkovariant ist. Nachdem wir fiir die
Felder das entsprechende Transformationsgesetz postuliert haben, stellt die Maxwell-
Lorentz-Theorie eine lorentzkovariante Theorie dar.

Da sich die , Dreier“-Lorentzkraft (1.134) geméfs GI. (1.131) bis (1.133) transformiert,

ist

Kot 1 (%é*)—y(va)( < K,) (1.139)

ein Vierervektor. Dieser Vierervektor heifst Vierer-Lorentzkraft.
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Eine offensichtlich lorentzkovariante Formulierung des Kraftgesetzes ist nur mithilfe
des Feldtensors, eines Vierertensors zweiter Stufe moéglich (s. Abschnitt 1.12.5). Dagegen
lassen sich die Bewegungsgleichungen (1.50) unter Verwendung der Vierer-Lorentzkraft
offensichtlich lorentzkovariant anschreiben:

ma&=&’ a= 1’29'-'9N- (1.140)

Dabei ist §, die Viererbeschleunigung der Ladung g, d. h. es gilt

B It (BE) = (dvg) ~ <d2xf;>_ (1.141)

dzg dt?

1.12.5 Offensichtlich lorentzkovariante Formulierung. Feldtensor

Um zu zeigen, wie ,,schon” Naturgesetze aussehen, wenn man fiir ihre Formulierung die ad-

dquaten mathematischen Begriffe beniitzt, schreiben wir noch die offensichtlich lorentzkovarian-

te Formulierung der Maxwell-Lorentz-Theorie an, und zwar unter Verwendung des ,vorlaufigen®

Kraftgesetzes und der ,,vorldufigen“ Bewegungsgleichungen. Die Grundgleichungen sind also mit

Gl. (1.45) bis (1.50) zu vergleichen.
Definiert man durch

FHY .= gHAY — GVAH (1.142)

die kontravarianten Komponenten des elektromagnetischen Feldtensors®?, so gilt

0 —E, —E, —E,
Ex 0 -B, B,
E, B, 0 =B
E, -B, B, 0

(F*) = (1.143)

Die Beziehung (1.142) stellt die offensichtlich lorentzkovariante Formulierung der Beziehungen
(1.125), (1.126) dar.

Im Feldtensor sind die Komponenten von E und B in einer Entitit vereint, entsprechend der
physikalischen Tatsache, dass der fundamentale Begriff das elektromagnetische Feld ist.®®

Um die Grundgesetze anschreiben zu kénnen, benétigen wir noch die kovarianten Komponenten
des Vierergradientenoperators, der Vierergeschwindigkeiten der Teilchen und des Feldtensors.
Diese Komponenten erhilt man aus den entsprechenden kontravarianten Komponenten, indem
man die Indizes durch Uberschieben mit den kovarianten Komponenten des Metriktensors
yherunterzieht®. Die kovarianten Komponenten des Metriktensors kann man der metrischen
Fundamentalform des Minkowskiraumes entnehmen. Aus

(ds)? = gy dxHdx? = c2(dt)? — (dx)* — (dy)* — (dz)?

68Ejgentlich handelt es sich um ein Tensorfeld, aber man sagt Feldtensor. Gebrauchlich ist auch Feldstdir-
ketensor.

%9Im gaufRschen Mafdsystem besitzen die Komponenten der elektrischen und der magnetischen Feldstirke
»,von vornherein“ gleiche Dimension. Der Theoretiker zieht deshalb das gaufssche Mafssystem aus
begrifflichen Griinden dem SI-Einheitensystem vor. Im SI-Einheitensystem stehen im Feldtensor die
Komponenten von B und E/c.
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folgt goo = 1, g11 = g22 = g33 = —1und g,y = O fiir u # v. Mit den Formeln

au = g,uocaa’ Va,u = g,uavéx’ Fy = g,uagv[o’Faﬁ

und mit GI. (1.114), (1.100) bzw. Gl. (1.143) ergibt sich dann”°

19
(Vaye) = 7(Ve) (¢ —g), (a,a:(m,v) (1.144)
und 0 E E K
_E, 0 -B, B
E)=| N B (1.145)

~E, -B, B, 0

Die einzige zusétzliche Grofse, die wir noch bendétigen, ist der total antisymmetrische Einheitsten-
sor vierter Stufe. Die kontravarianten Komponenten dieses Vierertensors sind definiert durch

+1 falls (o,4,u,v) gerade Permutationvon (0,1,2,3)
€9 =1 _1 falls (o,A,u,v) ungerade Permutation von (0,1,2,3) .
0 falls zwei oder mehr Indizes gleich

Die Grundgleichungen kénnen dann in der folgenden Form angeschrieben werden:

Grundgleichungen der Maxwell-Lorentz-Theorie
in Viererschreibweise (,,vorlaufig®)
Feldgleichungen: Maxwellgleichungen
3P = v (1.146)
M - c ] ’ o
€9 3, F = 0; (1.147)
Kraftgesetz (,vorlaufig“): Lorentzkraft
xH = ‘%"F#Ma,l; (1.148)
Bewegungsgleichungen (,,vorlaufig“):
meBt =%k, a=1,2,...,N. (1.149)

Auf Seite 16 wurde festgestellt, dass es flir das Verstindnis der Feldgleichungen besser wire,
die Verkettungsterme (,Induktionsterme®) auf die ,linken“ Gleichungsseiten zu nehmen. In der
offensichtlich lorentzkovarianten Formulierung der Feldgleichungen erledigt dies der Forma-
lismus fiir uns. Was das Kraftgesetz betrifft, so stellt die Beziehung (1.148) die offensichtlich

"%Vierergeschwindigkeit fur die Ladung q, angeschrieben.
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1.13 Grundaufgaben der Elektrodynamik

kovariante Formulierung der Beziehung (1.134) dar. In den Bewegungsgleichungen konnte man
auf den ,linken“ Seiten anstelle von m, 84 auch dpk/dz, schreiben.

Aus den Komponenten eines antisymmetrischen Vierertensorfeldes zweiter Stufe kann man
nur zwei Viererskalarfelder bilden. Beim Feldtensor sind diese Viererskalarfelder durch

E, F* = 2(B%2 — E?) =2, (1.150)

e9VF, ) F,, = —2E-B = -2 (1.151)

gegeben. Somit sind I, I, die einzigen Feldskalare des elektromagnetischen Feldes.

1.13 Grundaufgaben der Elektrodynamik

In Abschnitt 1.10 wurde begriindet, warum sich das logische Schema von Abb. 1.7 nicht
auf strenge Weise durch ein einfacheres Schema ersetzen lisst, und daher bei exakter Be-
handlung der mikroskopischen Elektrodynamik der gesamte Komplex der gekoppelten
Teilchen-Feld-Gleichungen (1.45) bis (1.50) beriicksichtigt werden muss.

Ein Beispiel fiir ein System mit sehr starken ,,inneren®“ Wechselwirkungen stellt ein
hochgradig ionisiertes Gas’! dar, das aus dicht benachbarten, frei beweglichen Ladungen
(Ionen und Elektronen) besteht. In einem solchen System muss der gesamte Komplex
der gekoppelten Gleichungen berticksichtigt werden.

In Abschnitt 1.10 wurde auch schon erwéhnt, dass eine Vereinfachung nédherungsweise
moglich ist, wenn bei einem nichtabgeschlossenen System die ,inneren“ Wechselwirkun-
gen, d. h. die elektromagnetischen Wechselwirkungen zwischen den Teilchen, gegeniiber
den dufderen elektromagnetischen Kréaften vernachlassigt werden konnen. Man kann
dann das logische Schema ndherungsweise an einer Stelle durchtrennen, und gelangt
zu drei unabhéngigen Teilaufgaben. Diese lassen sich mithilfe von wohl formulierbaren
Teiltheorien behandeln, welche eindeutig bestimmte Losungen besitzen.

Ein Beispiel fiir ein System mit vernachlissigbaren ,inneren“ Wechselwirkungen ist
ein ,Schwarm® elektrisch geladener Teilchen in einem Beschleuniger. Die Teilchendichte
im ,Schwarm® ist dabei so gering, dass die elektromagnetischen Wechselwirkungen der
Teilchen gegen die dufseren Krifte vernachliassigt werden konnen. In Linearbeschleuni-
gern kann tberdies stets die Selbstkraft vernachlassigt werden, in Kreisbeschleunigern
ist dies fiir ultrarelativistische Elektronen nicht mehr der Fall.

Vernachlassigbarkeit der ,inneren“ Wechselwirkungen eines nichtabgeschlossenen
Systems bedeutet, dass man fiir jede der N Ladungen q,, a = 1,2,...,N, eine mit den
Bewegungsgleichungen der tGibrigen Ladungen nicht gekoppelte Bewegungsgleichung
erhilt, d. h. man gelangt zu N unabhingigen Einteilchenproblemen. Fir jedes dieser ge-
trennten Einteilchenprobleme gilt das logische Schema von Abb. 1.9.

71Ein solches Gas wird als Plasma bezeichnet.
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Felder

duBere ) der einlaufendes
Quellen duBeren Strahlungsfeld
Quellen

Feldgleichungen

s
Teilchen Kriifte

evt.Selbstkraft
(Abraham)
als Storung

beriicksichtigt

Abbildung 1.9: Logisches Schema der Maxwell-Lorentz-Theorie bei
Vernachlassigung der Wechselwirkungen der Systemladungen

Dabei gilt fiir die gesamte dufSere Kraft auf die betrachtete Punktladung’?

Kex8)(f) = q[E(ex,g)(r(t), t) + @ x BEX8)(r(1), 1]

ECD(r, 1) = EC(r, ) + EC(r 1),
BEx8)(r, 1) := BE(r,t) + BEN(r, ).

(1.152)

(1.153)
(1.154)

Ist der Einfluss des Eigenfeldes auf die Punktladung nicht vernachlassigbar, so kann
er durch Einbeziehen der abrahamschen Strahlungsriickwirkungskraft K2d(¢) von
Gl. (1.330) beriicksichtigt werden. Die Gesamtkraft auf die Ladung ist dann durch

K(t) = K®%8)(¢) + K(rad)(¢)

72Wir lassen den Teilchenindex dieser Punktladung im Folgenden weg.
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1.13 Grundaufgaben der Elektrodynamik

gegeben. Wegen der auf Seite 26 besprochenen Schwierigkeiten ist die Berticksichtigung
der Selbstkraft ohne Abdnderung der Bewegungsgleichung allerdings nur niherungs-
weise (als so genannte ,,Storung*) moglich.

Das Schema von Abb. 1.9 enthéilt drei getrennt 16sbare Teilaufgaben, von denen die
ersten beiden auch im Rahmen des komplexeren Schemas von Abb. 1.7 eine Rolle spielen.
Diese Teilaufgaben bezeichnen wir wegen ihrer praktischen Wichtigkeit als Grundaufga-
ben der Elektrodynamik.

1. Grundaufgabe:

Berechnung des elektromagnetischen Feldes einer vorgegebenen Quellverteilung
(Maxwelltheorie im engeren Sinn)

Sind die Quellen punktférmig, so hat man fir p(r, t), j(r,t) mathematische Ausdrii-
cke der Form (1.3), (1.4) mit vorgegebenen Funktionen’? ry(t). Die Kontinuititsgleichung
(1.9) ist dann automatisch erfiillt. Meist werden aber im Zusammenhang mit der ersten
Grundaufgabe kontinuierliche (,makroskopische®) Quelldichten eingesetzt. Man darf dann
die vier Funktionen p, jy, j,, j, nicht unabhéngig vorgeben, da die Kontinuitatsgleichung
Integrabilitatsbedingung der Maxwellgleichungen ist.

Wie wir bereits auf Seite 16 besprochen haben, besitzen die Maxwellgleichungen
(1.11) bis (1.14) bei vorgegebenen Quelldichten p, j noch nichtabzdhlbar unendlich viele
Losungen fir die Feldstirken E, B. Um eine abgeschlossene Theorie zu erhalten, muss ein
zusitzliches Postulat in Form einer rdaumlich asymptotischen Bedingung eingefiihrt werden,
welches die Losung der 1. Grundaufgabe eindeutig festlegt. Dieses Zusatzpostulat fihrt
dann auf die so genannten retardierten Felder. Die Abbildung 1.10 zeigt das logische
Schema der 1. Grundaufgabe.

dadurch

vorgegebene
9¢9 verursachte

Quellen Felder

Feldgleichungen
_|_
asymptotische
Bedingung

Abbildung 1.10: Logisches Schema der 1. Grundaufgabe (Maxwelltheorie)

Die 1. Grundaufgabe spielt eine Rolle bei der Berechnung der Felder (der dufseren
Quellen) im Schema von Abb. 1.9 bzw. des Feldanteils E(¢¥), B(¢%) yon E, B im Schema
von Abb. 1.7. Wir werden uns mit ihr in den Abschnitten 1.15, 1.16 befassen.

73Punktladungen , zwangsweise herumgefiihrt*.
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2. Grundaufgabe:
Ausbreitung elektromagnetischer Wellen

In hinreichend grofsem Abstand von rdumlich lokalisierten zeitabhangigen Quell-
verteilungen liegen praktisch nur mehr so genannte elektromagnetische Strahlungsfelder
(elektromagnetische Wellenfelder) vor, deren Ausbreitung durch die homogenen Maxwell-
Sleichungen (Maxwellgleichungen mit p(r,t) = 0, j(r,t) = 0) beschrieben wird.

Die 2. Grundaufgabe spielt eine Rolle bei der Beschreibung der Ausbreitung einlau-
fender Strahlungsfelder im Schema von Abb. 1.9 bzw. von Abb. 1.7, aber auch bei der
Beschreibung des Verhaltens der Felder vorgegebener raumlich lokalisierter Quellen
(1. Grundaufgabe, also inhomogene Maxwellgleichungen) in grofsen Entfernungen von
den Quellen (ausgestrahlite elektromagnetische Wellen) und bei der Beschreibung der Aus-
breitung der gesamten auslaufenden Strahlungsfelder (s. dazu Seite 70). Wir befassen uns
mit diesen Feldern in den Abschnitten 1.16 und 1.17.

3. Grundaufgabe:
Bewegung einer Punktladung in einem vorgegebenen elektromagnetischen Feld

Abbildung 1.11 zeigt das logische Schema der 3. Grundaufgabe. Die 3. Grundaufgabe
spielt eine Rolle als dritte Teilaufgabe im Rahmen des Schemas von Abb. 1.9, sie setzt
dann die vorherige Losung der 1. Grundaufgabe (Berechnung von E(¢¥, B(¢X) und (oder)
der 2. Grundaufgabe (Berechnung der raumzeitlichen Entwicklung von E(€in) g(ein))
voraus.

1.14 Bewegung einer Punktladung in einem
vorgegebenen Feld

Wir behandeln in diesem Abschnitt die 3. Grundaufgabe, vernachléssigen dabei aber die
Strahlungsrickwirkungskraft. Wie bereits erwdhnt, kann die Selbstkraft wegen der auf
Seite 26 besprochenen Schwierigkeiten ohne Abdnderung der Bewegungsgleichung nur
niherungsweise (als ,,Storung®) berticksichtigt werden. Die Beriicksichtigung der Selbst-
kraft in der Bewegungsgleichung, d. h. bei der Berechnung von r(t), ist nur dann notig,
wenn das geladene Teilchen wiahrend der Dauer des Experimentes eine Geschwindigkeit
mit einem Betrag nahe an c erreicht und seinen Bewegungszustand in Zeitintervallen
der GrofRenordnung At := 2g%3mc3, d. h. auf Strecken der Grofenordnung c At merklich
andert (s. dazu Abschnitt 1.18). Da At umgekehrt proportional zur Teilchenmasse ist,
spielt die Strahlungsriickwirkungskraft am ehesten fir Elektronen eine Rolle. Fiir das
Elektron ist aber Az, =~ 6-1072*s, c A1, ~ 2-10713 cm. Die Strahlungsriickwirkungskraft
muss also nur im Fall eines ultrarelativistischen Elektrons, dessen Bewegungszustand
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vorgegebene

zugehorige
Krdfte

ein
Teilchen

evt.Selbstkraft
(Abraham)
als Storung

beriicksichtigt

Abbildung 1.11: Logisches Schema der 3. Grundaufgabe

sich auf Strecken von der Linge eines Atomkerndurchmessers merklich dndert, in
der Bewegungsgleichung bertcksichtigt werden. Praktisch bedeutet dies, dass in Line-
arbeschleunigern K29 fiir beliebige Teilchen bei der Berechnung der Bahnbewegung
vernachlassigt werden kann.”* Bei Kreisbeschleunigern dagegen werden die Strahlungs-
verluste fur ultrarelativistische Elektronen so grofs, dass schliefslich die gesamte dem
Elektron pro Umlauf zugefiihrte Energie wihrend des Umlaufes durch Ausstrahlung
verloren geht.

Ein Beispiel fir das Anwachsen der Strahlungsverluste in einem Kreisbeschleuniger: Beim
Cornell Elektron-Synchrotron (Bahnradius ungefihr 100 m) treten bei der jeweiligen angegebenen

74Flr Elektronen ist der Energiezuwachs nicht grof3er als 10 MeV/m, die Strahlungsriickwirkungskraft
miisste erst fiir einen Energiezuwachs von rund 10'* MeV/m beriicksichtigt werden.
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kinetischen Energie T pro Umlauf die folgenden Strahlungsverluste AE™d) auf:

T % -100% AE(rad)
300 MeV = 3-10%eV | 99,99986 102 eV
1GeV =10%eV | 99,999987 3:10% eV

2GeV =2-10%eV | 99,999997 2,4-10° eV
10 GeV = 101%eV | 99,99999987 | 0,9-107 eV

Bewegungsgleichung und Arbeitssatz lauten bei Vernachlissigung der Strahlungsriick-
wirkungskraft folgendermafsen (s. Gl. (1.152) bis (1.154)):

Bewegungsgleichung:
% mv(tz(t) = q[E©® (1), 1) + @ x BEO(r(t),0)]; (1.156)
U
A\/1— >
Arbeitssatz:
d mc? (ex.5)
—————=qu()-E**®r(),1). (1.157)
dt [} 20
c2

Dabei sind Teilchenimpuls und Teilchenenergie (Ruhenergie plus kinetische Energie)
durch

mu(0) B = " (1.158)

(D) v2(0)
\/1- . 1-—
gegeben. Wie man durch Anwenden der Produktregel der Differentiation auf der , linken®

Seite von GI. (1.156) und Einsetzen von Gl. (1.157) leicht zeigen kann, ldsst sich die
Bewegungsgleichung auch in der folgenden Form

mb(t) = g4 /1 — %(Zt) [E(eX,g)(r(t), t) + @ x B(ex,g)(r(t)’ £) — u(t) -E(ex,g)(r(t), t) v(t)]

c2

p() =

(1.159)
schreiben. Beachte: Die Gleichungen (1.156) und (1.159) sind zueinander dquivalent,
wihrend Gl. (1.157) eine Folge von Gl. (1.156) bzw. von GI. (1.159) ist.

Im momentanen inertialen Ruhsystem I gilt d(f) = 0 und damit mb(f) = K(8)(F).
Kraft und Beschleunigung sind proportional, und der Proportionalititsfaktor wird ent-
sprechend als Ruhmasse des Teilchens bezeichnet. In einem Inertialsystem I hingegen,
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in dem das Teilchen zum betrachteten Zeitpunkt eine von null verschiedene Geschwin-
digkeit besitzt, sind Kraft und Beschleunigung im Allgemeinen nicht proportional.”®
Will man also die urspriingliche physikalische Bedeutung des Begriffes der trigen Mas-
se nicht aufgeben, so kann man einem Teilchen neben der Ruhmasse kein weiteres
Masseattribut (,bewegte Masse®, ,relativistische Masse®) zuordnen. Fithrt man durch

m

v2(0)
-

mrel(t) =
1

eine ,relativistische Masse“ ein, so ldsst man damit die urspringliche Bedeutung des
Begriffes Masse fallen und lisst den Massebegriff im Energiebegriff aufgehen.”®

Die Bewegungsgleichung (1.156) bzw. (1.159) besitzt fiir vorgegebenes r(t,), v(t,) eine
eindeutig bestimmte Losung. Sie ist aber fiir inhomogene zeitabhingige Felder mathema-
tisch so kompliziert, dass sie sich nur numerisch 16sen lasst. Wichtige Anwendungsge-
biete sind die Physik der Teilchenbeschleuniger, die Elektronenoptik und die Geophysik
(Bahnen geladener Teilchen im Magnetfeld der Erde).

Flr homogene statische Felder’” lauten die Gleichungen (1.156) und (1.157):
Bewegungsgleichung:

%L@() = q[E@ + @ x B9)]; (1.160)
1— v4(t
Arbeitssatz: @
2
d__me  _ o) EC; (1.161)

dt [ w0
c2

Bewegungsgleichung (alternative Form):

B
mb(t) = q\/1— %(;) | EC0 + @ x B(eX) _ % v(0)|. (1.162)

Mit einem mathematisch einfachen Problem hat man es immer noch nicht zu tun, da
es sich um ein gekoppeltes nichtlineares Simultansystem von drei Differentialgleichungen
fir die Funktionen x(t), y(t), z(t) handelt. Macht man von dem in Abschnitt 1.12.3 be-
sprochenen Transformationsverhalten der elektromagnetischen Feldstarken bei einem
Wechsel des Inertialsystems und den Feldskalaren von Gl. (1.130) Gebrauch, so kann
man sich das Leben allerdings erheblich erleichtern. Ist die Bewegungsgleichung im
Inertialsystem I , kompliziert, so transformiert man sie auf ein Inertialsystem I, in

75Die Beschleunigung besitzt somit im Allgemeinen eine andere Richtung als die Kraft.

76Die meisten neueren Lehrbiicher und Monographien tiber Relativititstheorie verwenden deshalb das
Wort Masse nur mehr im Sinne von Ruhmasse.

77Das elektromagnetische Feld der &uferen Quellen ist dann das gesamte dufiere Feld, da Strahlungsfelder
immer zeit- und ortsabhéngig sind.
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welchem sie ,einfach® ist, 16st sie in diesem Inertialsystem mit den transformierten An-
fangsbedingungen und transformiert die gefundene Bahnkurve auf das urspringliche
Inertialsystem I zurtlick. — Es gibt folgende Moglichkeiten:

1) Im Inertialsystem I gilt B(eX) = 0 oder E(¢® = 0.

2) Im Inertialsystem I gilt E(¢®) £ 0, B(e¥) £ 0, E(€X) | B(eX) (E(ex))2 5 (B(ex))2,
Dann existiert ein Inertialsystem I’ mit B(¢¥)’ = Q.

3) Im Inertialsystem I gilt E(¢®) =£ 0, B(eX) £ 0, E(€X) | B(eX) (E(eX))2 < (B(ex))2,
Dann existiert ein Inertialsystem I’ mit E(¢%’ = 0.

4) Im Inertialsystem I gilt E(¢X) £ 0, B(eX) £ 0, E(¢X) | B(eX) | |E(eX)| = |B(eX)|,
5) Im Inertialsystem I gilt E(¢X) £ 0, B(¢X) £ @, E(¢%) || B(eX),

6) Im Inertialsystem I gilt E(¢X) £ 0, B(¢®) £ 0, wobei E(¢X), B(¢X) pnicht zueinander

senkrecht, aber auch nicht parallel sind. Dann existiert ein Inertialsystem I’ mit
E(ex) I B(ex)

Die Bewegungsgleichung muss daher im Prinzip nur fiir folgende vier Félle gelost werden:
« Falll: Teilchen im elektrischen Feld.

« Fall2: Teilchen im Magnetfeld.
+ Fall 3: Teilchen in ,gekreuzten“ Feldern mit gleichem Betrag.

« Fall4: Teilchen in parallelen Feldern.

Die Losung lasst sich fir alle vier Falle mit elementaren mathematischen Hilfsmitteln
finden.”® Wir werden in den folgenden Unterabschnitten nur die Félle 1 und 2 behan-
deln, wobei wir uns auf eine qualitative Diskussion beschrinken, da die zugehorigen
Rechnungen aus der Grundlagenphysik bekannt sind.

1.14.1 Bewegung in einem homogenen elektrostatischen Feld
Die Gleichungen (1.160) bis (1.162) lauten in diesem Fall:

d  mo(t)

— gE
= —— = qE, (1.163)
/11—
Cz
d mc?
- = .E(ex)
T —0 qu(t)-E (1.164)
C2

und

78Siehe § 20, § 21 und § 22 von Landau, L. D., und E. M. Lifschitz: Klassische Feldtheorie. Bd. II des Lehrbu-
ches der Theoretischen Physik. Verlag Harri Deutsch, Frankfurt am Main 2009.
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mb(t) = qy/1- %(;) [EC — w v(1)]. (1.165)

Als Anfangszeitpunkt wahlen wir t, = 0. Zur Bewegungsgleichung sind dann Anfangsbe-
dingungen r(0), v(0) vorzugeben.

Fall1: v(0) || E(c®)

Gilt v(0) || E(®), so folgt aus Gl. (1.165) b(0) || E¢®. Wegen v(dt) = v(0) + b(0)dt folgt
weiter v(dt) || E(®® usf. Teilchengeschwindigkeit und Teilchenbeschleunigung besitzen
also zu allen Zeiten t > 0 die Richtung von E®X d.h.die Richtung der Kraft. Es handelt

sich um eine geradlinig beschleunigte Bewegung in Feldrichtung (longitudinales Feld —
Prinzip des Linearbeschleunigers). Siehe dazu die Aufgabe E4.

Wegen v(t) || E¢® gilt im longitudinalen Feld

v(t) - E(€X)

vA()
a Y0 = " B

also
m

<1 ) )3/2

c2

b(t) = qE(*® = K0,

Der Proportionalitdtsfaktor zwischen Kraft und Beschleunigung in dieser Beziehung wurde in
der ,Urzeit“ der Relativitdtstheorie als longitudinale Masse bezeichnet.

Fall2: v(0) }t E(e®

In diesem Fall spannen v(0) und E(¢® eine Ebene auf (s. Abb. 1.12). Die Anfangsbeschleu-
nigung b(0) ist dann nach Gl. (1.165) nicht parallel zu E(¢¥), liegt jedoch in der Ebene
von v(0) und E¥, Damit sind auch v(dt) = v(0) + b(0)dt und b(dt) in dieser Ebene
usf. Teilchengeschwindigkeit und Teilchenbeschleunigung liegen also zu allen Zeiten
t > 0 in der von v(0) und E(¢® aufgespannten Ebene, wobei die Beschleunigung zu allen
Zeiten eine andere Richtung besitzt als die Kraft. Es handelt sich um eine beschleunigte
Bewegung ldngs einer gekrimmten ebenen Bahn. Lost man die Bewegungsgleichung”?,
so ergibt sich als Bahnkurve eine Kettenlinie (Seilkurve, Hyperbelfunktion, Katenoide). Im
nichtrelativistischen Grenzfall (Newtongleichung mit Lorentzkraft) kann die Kettenlinie
durch eine Parabel ersetzt werden.

Abbildung 1.12: Bewegung einer Punktladung
in einem homogenen elektrostatischen Feld
(Zeichnung fiir g > 0)

79Fiir die Rechnung legt man die x-Achse zweckméifRigerweise in Feldrichtung und wéhlt
r(0) = (x(0), ¥(0),0), v(0) = (vx(0), v,,(0),0). Die Teilchenbahn verlauft dann in der xy-Ebene.
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Im Spezialfall v(0) L E(¢®) gpricht man gelegentlich von einem ,transversalen Feld“, obwohl die
Bewegung nur zu einem einzigen Zeitpunkt, ndmlich fiir t = 0, senkrecht zur Feldrichtung erfolgt.
Zu diesem Zeitpunkt gilt nach GI. (1.165)

m

v2(0)
1 - c_2

b(0) = qE(® = K0,

Der Proportionalitdtsfaktor zwischen Kraft und Anfangsbeschleunigung in dieser Beziehung
wurde in der ,,Urzeit* der Relativitatstheorie als transversale Masse bezeichnet.

1.14.2 Bewegung in einem homogenen magnetostatischen Feld

Die Gleichungen (1.160) bis (1.162) lauten in diesem Fall:

d muo(t) v(t)
G = Al B 166

1 - c_2

2
d__me — 0 (1.167)
dt )
-2
und
2

mb(t) = qy/1— Uc(zt) [th) x B9, (1.168)

Fir ein Teilchen in einem reinen Magnetfeld sind Kraft und Beschleunigung stets proportional,
wobei der Proportionalititsfaktor die (von uns nicht benttzte) ,relativistische Masse” ist.

Die magnetische Kraft leistet an der Punktladung keine Arbeit, da sie zur jeweiligen
Momentangeschwindigkeit orthogonal ist. (Siehe den Arbeitssatz (1.167).) Teilchenener-
gie und Betrag der Teilchengeschwindigkeit sind daher zeitlich konstant. Mit

lo(®)] = v(t) = v(0) =: v (1.169)
folgt aus Gl. (1.168) 02
q\/1—-

Der einzige Unterschied gegeniiber dem nichtrelativistischen Fall (Newtongleichung mit
Lorentzkraft) ist das Auftreten des Wurzelausdruckes. Man erhéalt daher dieselbe Art der
Bewegung wie im nichtrelativistischen Fall.

Fall1: v(0) || B(e®

Gilt v(0) || B(®), so folgt aus Gl. (1.170) b(0) = 0 und v(dt) = v(0) + b(0)dt = v(0)
usf. Man hat es also mit einer gleichformig geradlinigen Bewegung in Feldrichtung zu tun
(longitudinales Feld).

Fall2: v(0) L B(e®
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1.14 Bewegung einer Punktladung in einem vorgegebenen Feld

Gilt v(0) L B(®, so folgt aus Gl. (1.170) b(0) L B® und b(0) L v(0). Ferner ist dann auch
v(dt) = v(0) + b(0)dt senkrecht zu B(¢®) usf. Man hat es also mit einer gleichformigen
Kreishewegung in einer zur Feldrichtung senkrechten Ebene zu tun (transversales Feld).
Lost man die Bewegungsgleichung®?, so erhilt man fiir die Kreisfrequenz der Bewegung,
die so genannte Zyklotronfrequenz,

_lgB® [

e 2 (1.171)

C

und fir den Radius der Kreisbahn r. = v/w,.
Im nichtrelativistischen Fall ist die Zyklotronfrequenz durch

|q|B)
mec

/ 2
T= 1_C_2t

des Teilchens bezogene Kreisfrequenz ist gleich der nichtrelativistischen Kreisfrequenz:

(@c)nichtrel =

gegeben. Die auf die Eigenzeit8!

(@c)nichtrel T = Wct .

-
L
]

1

B(eX)

Abbildung 1.13: Bewegung einer Punktladung
in einem homogenen magnetostatischen
Feld (Zeichnung fir q > 0)

80F{ir die Rechnung legt man die z-Achse zweckméaRigerweise in Feldrichtung und wéhlt
r(0) = (x(0), ¥(0),0), v(0) = (vx(0), v,,(0),0). Die Teilchenbahn verlauft dann in der xy-Ebene.
81Die Nullpunkte der Zeitskalen werden so gewihlt, dass 7 = 0 mit ¢t = 0 korrespondiert.
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Fall3: v(0) }t B(® v(0) 4 B(e®

In diesem Fall hat man es mit einer gleichformigen Bewegung langs einer Schrauben-
linie zu tun, welche sich um die Feldrichtung ,windet“ (s. Abb. 1.13). Zerlegt man die
Anfangsgeschwindigkeit des Teilchens in eine zum Feld parallele und eine zum Feld
senkrechte Komponente, v(0) = v, (0) + v, (0), so kann man folgendes sagen:

Die Projektion der Bahnbewegung auf eine Ebene senkrecht zu B(¢®) gibt eine gleichfér-
mige Kreisbewegung mit dem Geschwindigkeitsbetrag v, = v, (0), der Kreisfrequenz w,
von Gl. (1.171) und dem Radius 1, = v, /w.. Dieser Kreisbewegung ist eine gleichformig
geradlinige Bewegung in Feldrichtung mit der Geschwindigkeit v, = v,(0) tiberlagert.5?

1.15 Feld einer vorgegebenen Quellverteilung

1.15.1 Retardierte Potentiale

Die 1. Grundaufgabe der Elektrodynamik wurde bereits auf Seite 53 formuliert, und das
zugehorige logische Schema wurde in Abb. 1.10 dargestellt. Vorgegeben sind beliebige
Quelldichten p(r, t), j(r,t), welche die Kontinuitdtsgleichung (1.9) erfiillen®, und ge-
sucht ist das von diesen Quelldichten verursachte (,,erzeugte®) elektromagnetische Feld
E(r,t), B(r,t). Aufgrund der mathematischen Kompliziertheit der inhomogenen Maxwell-
gleichungen ist der einzige erfolgversprechende Weg zur Losung der 1. Grundaufgabe der
Weg iiber die elektromagnetischen Potentiale ¢(r, t), A(r, t) in Lorenzeichung. Der Uber-
sichtlichkeit halber schreiben wir hier die Feldgleichungen fiir die Potentiale nochmals
an (siehe die Gleichungen (1.34) bis (1.36)):

Oo(r,t) = 4np(r,t), 1.172)
DA L) = 4T”j(r,t), (1.173)
199(r.t) _

divA(r,0) + 0. (1.174)

ot
Fiir die inhomogene Wellengleichung kennt man aus der mathematischen Physik in den
verschiedensten Koordinatensystemen und fiir die verschiedensten Randbedingungen
bzw. asymptotischen Bedingungen Partikularlosungen und greensche Funktionen. Da
die Befassung mit den entsprechenden mathematischen Methoden den Rahmen einer
einfihrenden Darstellung sprengen wiirde, schlagen wir im Folgenden einen plausi-
blen ,,Rateweg” ein. Wir versuchen zuerst in Anlehnung an die Elektrostatik, d.h. an
das Coulombgesetz, Partikulirldsungen der inhomogenen Wellengleichungen (1.172),
(1.173) zu erraten. Hierauf verifizieren wir, dass es sich tatsdchlich um Partikularlo-
sungen dieser Gleichungen handelt, und dass geeignete Paare von Losungen fir ¢, A
auch die Lorenzbedingung (1.174) erfiillen. Schliefslich bauen wir durch Hinzufligen von
Losungen der homogenen Gleichungen die allgemeine Losung der Gleichungen (1.172) bis

82F{ir die Rechnung legt man die z-Achse zweckmaifigerweise in Feldrichtung.
83Die Quelldichten miissen auf’erdem im Unendlichen zu allen Zeiten hinreichend rasch abnehmen,
62 damit alle in der Folge angeschriebenen uneigentlichen Integrale existieren.



1.15 Feld einer vorgegebenen Quellverteilung

Abbildung 1.14: Ruhende Abbildung 1.15: Kontinuierliche
Punktladung statische Ladungsverteilung

(1.174) auf und wihlen mithilfe eines physikalischen Kausalititsargumentes die Losung
der 1. Grundaufgabe aus.
In der Elektrostatik hat man ¢ = ¢(r), A = 0 und somit als einzige Feldgleichung die

Poissongleichung
Ap(r) = —4xp(r). (1.175)

Fir den Fall einer im Punkt ry ruhenden Punktladung g (s. Abb. 1.14), d. h. fiir die La-

dungsdichte
p(r)=qd(r—ry), (1.176)

lautet jene Partikuldrlésung der Poissongleichung, welche geméfs E(r) = — grad ¢(r) das
Coulombfeld der Punktladung und somit die richtige Kraft auf eine Testladung liefert®4,

q

. 1.177)
|r — 1ol

e(r)=

Die allgemeine Losung der Poissongleichung ergibt sich durch Addition der allgemeinen
Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung, der Laplacegleichung, zu
dieser Partikularlosung. Da die allgemeine Losung der Laplacegleichung willktirliche
Funktionen enthélt, besitzt die Poissongleichung bei gegebener Ladungsdichte nichtab-
zahlbar unendlich viele Lésungen. Mathematisch kann man aus dieser Losungsmannig-
faltigkeit das Coulombpotential (bis auf eine bedeutungslose additive Konstante) durch
die asymptotische Bedingung aussondern, dass die zugehorige Feldstérke fur |r—ry| - +o0
gegen null streben muss.

84Das Potential des Coulombfeldes ist nur bis auf eine additive Konstante bestimmt, die wir null setzen
kénnen, da sie physikalisch bedeutungslos ist. In der Elektrodynamik sind die Potentiale, welche ein
vorgegebenes elektromagnetisches Feld liefern, nur bis auf Eichtransformationen festgelegt. Dies ist zu
beachten, wenn wir spéter fiir die Beschreibung der Lésung der 1. Grundaufgabe bestimmte Potentiale
als die ,richtigen“ auswéhlen.
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In der mathematischen Physik wird das elektrostatische Potential der Einheitspunkt-
ladung als greensche Funktion des Laplaceoperators bezeichnet. Jede Losung® G(r;r’)

der Differentialgleichung
AG(r;r") = —4nd(r —r') (1.178)

ist eine greensche Funktion des Laplaceoperators. Dabei bedeutet r den variablen Auf-
punkt und r’ den variablen Quellpunkt. Die nur von |r — r’| abhingige Partikularlésung

1

G(|"'—r/|)zm,

(1.179)

welche aus der nichtabzdhlbar unendlichen Losungsmannigfaltigkeit durch die oben
besprochene asymptotische Bedingung ausgesondert wird, wird als greensche Funktion
fiir den unendlichen Raum bzw. als greensche Funktion fiir natiirliche Randbedingungen
bezeichnet.

Um mathematisch zu verifizieren, dass die Funktion von GI. (1.179) Partikuldrintegral von
Gl. (1.178) ist, muss man zeigen, dass fiir » # 0 die Beziehung A % = 0 gilt, und dass das Integral
von A iiber einen beliebig kleinen Kugelvolumsbereich um den Koordinatenursprung den
Wert —47 besitzt. Letzteres zeigt man leicht, indem man A = divgrad bertlcksichtigt und den
gaufsschen Satz anwendet.

Man kann das Potential einer beliebigen diskreten oder kontinuierlichen Ladungs-
verteilung (s. Abb. 1.15) unmittelbar anschreiben, wenn man die ,richtige“ greensche
Funktion kennt. Sind keine Randbedingungen im Endlichen vorgegeben®, so ist die
»richtige” greensche Funktion durch Gl. (1.179) gegeben. Da sich eine beliebige Ladungs-
verteilung p(r) formal in der Form

o(r) = /d3r’p(r’) dr—r") (1.180)
R3
aus 4-formigen Quellen aufbauen lasst, muss sich die Losung mit dieser greenschen
Funktion wegen der Linearitét der Poissongleichung in der Form

o) = [ &1 G -r') (1.181)
R3
schreiben lassen. Man erhélt also fiir das Potential des von der gegebenen Ladungsver-
teilung p verursachten elektrostatischen Feldes den Ausdruck®’

o(r) = fd3r’ % . (1.182)
R3

85Im Folgenden beziehen sich alle Ortskoordinaten und alle Zeitargumente, gleichgiiltig ob ,,gestrichen®
oder nicht ,gestrichen®, auf das Inertialsystem I.

86physikalisch bedeutet dies, dass im Endlichen nur die vorgegebene Quellverteilung vorhanden ist, es
also im Endlichen keine Leiterflichen und keine elektrisch polarisierbare Materie gibt. Aufgrund
der Homogenitit und Isotropie des Bezugsraumes in einem Inertialsystem kann dann die greensche
Funktion nur von |r — ¥’| abhéngen.

87Damit das Integral existiert, muss p im Unendlichen hinreichend rasch verschwinden.
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A®

eretzp(r,’t_ ¢

Abbildung 1.16: Zeitabhéngige Ladungsverteilung

In einer Theorie mit unendlicher Ausbreitungsgeschwindigkeit der physikalischen Wir-
kungen hitte man bei zeitabhdngiger Quellverteilung nach wie vor die Poissongleichung
als Feldgleichung fiir das Potential:%8

Ap(r,t) = —4mp(r,t).

Die Partikuliarlosung, welche das von der zeitabhidngigen Quellverteilung verursachte

Feld liefert, ware dann
— 3. P("J’ t)
p(r,t) = fd r 1

R3

Zufolge der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ hat man stattdessen die Diffe-
rentialgleichung

1 0%¢(r,t
Oo(r,t) =4np(r,t), d.h. Ae(r,t)— c—z%) = —4mp(r,t).

Man kann nun die ,richtige* Losung dieser Gleichung, d. h. jene Lésung, welche (gemein-
sam mit dem zugehorigen Vektorpotential) das von der zeitabhéngigen Quellverteilung
verursachte Feld beschreibt, folgendermafsen erraten: Um den Beitrag des Quellpunktes
r’ zum Potential ¢ am Aufpunkt » zum Zeitpunkt ¢ zu erhalten, muss man offenbar das
zum retardierten Zeitpunkt t — |r — r'|/c am Ort r’ befindliche infinitesimale Ladungsele-
ment als ,Verursacher® ansehen (s. Abb. 1.16), da ja die Wirkung vom Quellpunkt r’ zum
Aufpunkt r mit der Geschwindigkeit ¢ 1auft. Wir vermuten daher, dass

88In der newtonschen Gravitationstheorie hat man fir das Gravitationspotential ¢ gerade diese Diffe-
rentialgleichung, wobei p durch die mit der Gravitationskonstante G multiplizierte Massendichte zu
ersetzen ist.
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)
Pret(r, 1) = deI” r—r| ) (1.183)
R3
)
Aret(r,t) = f d*r o= (1.184)
R3

die so genannten retardierten Potentiale, nicht nur Partikuldrlésungen von Gl. (1.172)
bzw. von GI. (1.173) sind und zusammen auch Gl. (1.174) erfiillen, sondern dass diese
Potentiale das von der zeitabhéngigen Quellverteilung p(r, t), j(r,t) verursachte elektro-
magnetische Feld beschreiben, d. h. die Losung der 1. Grundaufgabe liefern.

Bevor wir diese Vermutungen bestétigen, registrieren wir noch eine interessante Tat-
sache: Sind @,et, Ayt Partikuldarlésungen von Gl. (1.172) bzw. von Gl. (1.173), so miissen

wegen 1 62
auch )
Pay(T, 1) = fd r Ir—r| ’ (1.186)
R3
)
Ay(r,t) = fd r T (1.187)
R3

Partikuldrlésungen von Gl. (1.172) bzw. von Gl. (1.173) sein, und es ist zu vermuten, dass
Pav, Aay Zusammen ebenfalls Gl. (1.174) erfiillen. Das zu diesen avancierten Potentialen
gehorige elektromagnetische Feld besitzt zwar keine unmittelbare physikalische Inter-
pretation, wir werden aber sehen, dass man es unter anderem fiir die Berechnung der
Selbstkraft einer Punktladung benotigt.

Wir wollen nun Schritt fir Schritt bestitigen, dass alle ausgesprochenen Vermutungen
zutreffen. Dabei konnen wir uns das Leben sehr erleichtern, indem wir die retardierten
und avancierten Potentiale durch Hinzunahme einer Zeitintegration formal als vierfache
Integrale anschreiben, da wir dann die zugehorigen greenschen Funktionen ablesen
und mit diesen weiterarbeiten konnen. Fiir die Potentiale gelten die Beziehungen

o |r —r'|
_ 3, ’ 1 ogr 6<t t + C )
goraevt(r, t) = | d°r|dt p(rit") ] , (1.188)
R3 R
o |r —r'|
A _ 3., 12l 4! 6(t t + C )
1;113Vt(r,t) = |dr|dt jir,t) 7] , (1.189)
R3 R
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und die Quelldichten lassen sich in der Form

o(r,t) fd3r’fdt’p(r’, t)o(r—r)o(t—t), (1.190)
R3 R

j@r,t) = jd3r'fdt’j T t")o(r—r)d(t—t) (1.191)
R3 R

schreiben. Wegen der Linearitit der Feldgleichungen sind die retardierten und avan-
cierten Potentiale dann und nur dann Partikularlésungen der inhomogenen Wellenglei-
chungen (1.172), (1.173), wenn

T |l" _ rll
(-r=tm)

P (1.192)

—r —t') =
Glz'f‘lt(lr r|7t t)

Partikularlésungen von
OG(r,t;r,t") =4nd(r—r')d(t —t') (1.193)

sind. Jede Losung G(r, t;r,t") dieser Differentialgleichung ist eine greensche Funktion
des d’Alembertoperators. Im gegebenen Fall gibt es weder raumliche Randbedingungen
im Endlichen noch Anfangsbedingungen fiir einen endlichen Zeitpunkt, und wegen der
Homogenitat und Isotropie des Bezugsraumes und der Homogenitét der Zeit in Bezug
auf ein Inertialsystem kénnen daher problemangepasste greensche Funktionen nur von
|r —r’| und t — t' abhéngen.

Es ist zu beweisen, dass die in (1.192) definierten Funktionen Partikuldrlésungen
von GI. (1.193) sind. Dieser Beweis ist mathematisch einfach und wird in Aufgabe E5
behandelt. Fernerist zu zeigen, dass die retardierten Potentiale gpq¢, Aot Und desgleichen
die avancierten Potentiale ¢,y, A,y zusammen auch die Lorenzeichung (1.174) erfiillen.

Fir den Beweis beniitzt man die raumzeitliche Translationsinvarianz von Gret, das rdumliche
Verhalten von Gret und von j im Unendlichen, das zeitliche Verhalten von Gret und von p fur
asymptotische Zeiten und die Kontinuititsgleichung fiir die Quelldichten. Es glal‘i[

10 _ 1 3. /a_ - 4 )
anogevt(r,t) = Efd rfdt 3 Gret([r —r'|,t = t") p(r',t")
R3S R

a ! !’
—WGge\}ﬂr_”,t—t)

— 1 3. ’ _a _ ot 1 1
= Efd r dt[ WGES}(V r|,t t)]p(r,t)
R3 R

a A !’ ! 4!
—<7 O (r =t =) (1)

3p(rt")
at’

— — 1
+Gr§}(|r r|,t—t)
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t'=+00
= 1fd3r’[—Gret(|r—r’|,t—t’)p(r’,t’)]
C av t=—c0

R3
0 fir jedes feste r,r,t, da
Graevt fir ¢ - oo null wird
(s. Gl. (1.192)) und p endlich
bleibt
1 3.7 ! _ 4 ap(rl’tl)
+E_/d r/dt Graevt(|r r,t—t") el
R3 R
also
10 — 1 3.7 ! _ Y ap('./’t/)
Eagoraei/t(r,t) = Efd rfdt Ggevt(lr rl,t t)T
R3 R
Analog folgt

. 1 .
dlvArath(r,t) = E/d3r’ dt’ V,Ggevt(|r—r’|,t—t’)-](rﬁt’)

R3 R

- ,/Graevt(|r—r’|,t—t’)

) %/H%JQVP*?GgGF—WLr—WIJ@uo,
R

R3

=T |G (P =], = 1) j 00
F G =rt=1) (1)

und mithilfe des gaufssches Satzes erhilt man

divA e (r,f) = %fdt'[—sﬁ df’-Gra%t(|r—r’|,t—t’)j(r',t’)]
R 0

0 fiir jedes feste r, ¢, t’, da Gret und j
firr’ — +oo0 gegen null streben

+ % fd3r’fdt’ Gree(jr —¥[,t = ') diV/ j (7', 1"),

R3 R
also

diVAraevt(r, t) = % fd3r’fdt’ Graevt(|r— r|,t—t") div’ j(rit').

R3 R

(1.194)

(1.195)

Addiert man die Ausdriicke (1.194) und (1.195) so ergibt sich null, da im Integranden der Faktor

dp(r,t)
ot

+div @) = 0

auftritt.
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Um die Schreibarbeit zu reduzieren, verwenden wir fiir die folgenden Uberlegungen
die Viererschreibweise. (Siehe dazu die Beziehung (1.117) und die Feldgleichungen
(1.119), (1.120).) Die aligemeine Losung der Feldgleichungen (1.172) bis (1.174) fir die
elektromagnetischen Potentiale ldsst sich dann in der Form

AP, x1, x2, x3) = AG(xO, x1, x2, x3) + AL (x0, x1, x% x3) (1.196)
schreiben, wobei A% (x?, x1, x2 x?) die allgemeine Losung der homogenen Feldgleichungen

darstellt. Die Uberlegungen, die uns zu den retardierten Potentialen gefiihrt haben,
sprechen dafiir, dass die Losung der 1. Grundaufgabe durch die retardierten Potentiale
gegeben ist. Ist also kein einlaufendes Wellenfeld vorhanden, so muss A" = A%, gel-
ten. Es stellt sich die Frage, wie die asymptotische Bedingung, welche diese Losung aus
der Losungsmannigfaltigkeit (1.196) aussondert und daher das zur Vervollstindigung
der Maxwelltheorie erforderliche Zusatzpostulat darstellt, mathematisch zu formulie-
ren ist. Physikalisch 1asst sie sich einfach formulieren: Ist kein einlaufendes Wellenfeld
vorhanden, so kann bei einer raumlich lokalisierten Quellverteilung in grofser Entfer-
nung von der Quellverteilung nur deren Strahlungsfeld vorhanden sein, d. h. es kann
rdumlich asymptotisch nur auslaufende Wellen geben. Die mathematische Bedingung,
welche dies gewihrleistet, die so genannte sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung, ist
aber so kompliziert, dass wir sie hier nicht anschreiben. Es miissen ndmlich rdumlich
asymptotische Bedingungen fiir die Komponenten der fouriertransformierten elektro-
magnetischen Feldstiarken E(r, w), B(r,w) vorgeschrieben werden.®® Mithilfe der Aus-
strahlungsbedingung kann man die 1. Grundaufgabe mathematisch streng formulieren
und die retardierten Potentiale auf konstruktivem Weg erhalten.

Ist ein einlaufendes Wellenfeld vorhanden, so besitzt das Viererpotential die Form
(1.196), wobei Al (x°, x1, x% x3) dieses einlaufende Wellenfeld beschreibt. Um dies deutlich
zu machen, schreiben wir Gl. (1.196) in der Form

AF(x0, xL, x2 x3) = AR, (30, xL, x2 x3) + Al (20, x4, x% x3). (1.198)
Da das Viererpotential A4, — wie wir gezeigt haben — ebenfalls eine Partikuldrlésung
der inhomogenen Feldgleichungen fiir die Potentiale darstellt, muss sich die Losung
(1.198) auch als Summe der avancierten Losung und einer geeigneten Losung der ho-
mogenen Feldgleichungen schreiben lassen. Nennen wir diese Losung der homogenen
Feldgleichungen Akys, so gilt

AM(XO’ xl’ xz’ x3) — A/éin(xo’ xl’ xz’ x3) + Alrlet(xo’ xl, x2, x3)

(1.199)
= Alus(x% x% x2 x3) + Ahy(x xL, x2, x3).

89Siehe dazu Stumpf, H., und W. Schuler: Elektrodynamik. Vieweg, Braunschweig 1981.
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Um die Bedeutung dieser Beziehung zu erhellen und nochmals eine Bestitigung dafiir
zu erhalten, dass das retardierte Viererpotential die Losung der 1. Grundaufgabe liefert,
betrachten wir voriibergehend eine zeitlich lokalisierte Quellverteilung j*. Eine Quellver-
teilung nennen wir zeitlich lokalisiert, wenn j# nur in einem endlichen Zeitintervall von
null verschiedene Werte annehmen kann.?® Fiir unsere Uberlegungen wihlen wir das
Zeitintervall (—T,+T). Aus den Beziehungen (1.183), (1.184) bzw. (1.186), (1.187) folgt
dann:

fir t < —T gilt: Ak (x0, x1, x3x3) = 0, 1200
Aﬂ(xo, xl, xz’ x3) — A/gin(xo’ xl’ x2’ x3); .
fir t > +T gilt: Aby(x%, xL x% x3) =0,
(1.201)

A,u(xoa xla x2’ x3) = Agus(xo, xl, x2’ x3) .

Das Viererpotential A%, | beschreibt ein fiir - —oco aus dem Unendlichen einlaufendes

Wellenfeld. Es ist Losung der homogenen Feldgleichungen und ist durch sein Verhalten
fir t - —oo bestimmt.

Die physikalische Ursache des einlaufenden Wellenfeldes ist nicht Gegenstand der Untersu-
chung. Man kann sich als Ursache Quellen im Unendlichen vorstellen, die dieses Feld ausstrahlen,
weshalb man auch von einem einlaufenden Strahlungsfeld spricht. Das eirnlaufende Feld kann
fiir endliche Zeiten durchaus Anteile enthalten, welche bereits iber das betrachtete Raumgebiet
shinweggelaufen® sind und daher von diesem bereits wieder weglaufen.

Das retardierte Potential Ak, beschreibt das von der Quellverteilung j* verursachte elek-
tromagnetische Feld. Es ist Losung der inhomogenen Feldgleichungen und ist ausschliefs-
lich durch j* bestimmt. Vor dem , Einschalten“ der Quellverteilung ist A%, null, da die
Wirkung nicht der Ursache zuvorgehen kann (Kausalitit). Das jeweilige Gesamtfeld wird
durch A* = A%, + AL, beschrieben (Lésung der inhomogenen Feldgleichungen). Will
man das fiir t > +T vorhandene Wellenfeld berechnen, so muss man A unter Zuhil-
fenahme des avancierten Viererpotentials (Lésung der inhomogenen Feldgleichungen
und ausschliefslich durch j* bestimmt) geméafs A" = Ak + ARy zerlegen. Das dadurch
erhaltene Potential A4, beschreibt dann das fiir t > +7T vorhandene Wellenfeld, welches
sich aus dem Strahlungsfeld der Quellverteilung j# sowie dem einlaufenden Wellenfeld
zusammensetzt und auslaufendes Feld genannt wird. Das zum Potential

Af = Al — AL = Al — ALy (1.202)
gehorige Feld (spezielle Losung der homogenen Feldgleichungen) wird entsprechend als
Strahlungsfeld der Quellverteilung j* interpretiert.

Die Bezeichnung auslaufendes Feld soll lediglich darauf hinweisen, dass es sich um das

Wellenfeld handelt, das sich nach ,Ausschalten” der Quellverteilung ausbreitet. Es kann fiir

°OEine solche Quellverteilung stellt vom physikalischen Standpunkt eine Fiktion dar, da fiir die elektrische
Ladung ein strenger Erhaltungssatz gilt, man daher eine Ladungsverteilung nicht einfach ein- und
ausschalten kann.
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1.15 Feld einer vorgegebenen Quellverteilung

t > +T durchaus noch Anteile besitzen, welche rdumlich gesehen auf das betrachtete Raum-
gebiet einfallen. Fiir t — +oo liegt allerdings oft die Situation vor, dass es nur mehr ein vom
betrachteten Raumgebiet weglaufendes Feld gibt. Dies ist der Fall, wenn das gesamte von Quellen
im Unendlichen stammende Wellenfeld bereits {iber dieses Raumgebiet ,hinweggelaufen” ist.

Da das Zeitintervall (—T,+T) beliebig grofs gewdhlt werden kann, liegt es nahe, die
obigen Interpretationen von A%, , Ak, A und A%, ; auch fiir zeitlich nicht lokalisierte
Quelldichten j# zu ibernehmen. Da aber fiir eine zeitlich nicht lokalisierte Quellvertei-
lung A%y fiir t - +oo nicht gegen null strebt, kann man dann das Strahlungsfeld der
Quellverteilung nicht mehr durch den Grenzibergang t — +oo0 aus dem retardierten

Feld ,herausfiltern”.

Durch die asymptotische Bedingung, welche die Losung der 1. Grundaufgabe eindeutig festlegt,
wird im Rahmen der Maxwelltheorie eine Zeitrichtung ausgezeichnet. Die Maxwellgleichungen
(1.11) bis (1.14) bzw. die Feldgleichungen (1.172) bis (1.174) fiir die Potentiale sind invariant
gegeniiber Zeitumkehrtransformationen.’® Die ,Brechung® der Zeitumkehrinvarianz durch ein
Zusatzpostulat tragt der Erfahrung Rechnung, dass die Umwandlung von Teilchenenergie in
elektromagnetische Feldenergie durch Ausstrahlung elektromagnetischer Wellen ein irreversibler
Vorgang ist. Die Grundgleichungen (1.45) bis (1.50) der Maxwell-Lorentz-Theorie sind ebenfalls
zeitumkehrinvariant, und die asymptotischen Bedingungen miissen auch in der Maxwell-Lorentz-
Theorie eine Zeitrichtung auszeichnen (siehe Abschnitt 1.18).

1.15.2 Feld einer bewegten Punktladung

Die exakte Berechnung der retardierten Potentiale (1.183), (1.184) ist nur fiir sehr ein-
fache Quellverteilungen maoglich.? Ein wichtiges Beispiel fiir ein exakt l6sbares Pro-
blem stellt die Berechnung des Feldes einer Punktladung dar, deren Bewegungsgesetz
r(t"), —oo < t' < +o00, vorgegeben ist. Ladungs- und Stromdichte lauten dann

p(rt"y=qd('—r(t")), jw,t'")=v{")p,t'")=qo’)dFd@ —r(t)). (1.203)

Diese Quelldichten setzen wir nicht in die Formeln (1.183), (1.184), sondern in die For-
meln (1.188), (1.189) ein. Vertauschen wir tiberdies die Integrationsreihenfolge, d. h.

91Es ist tiblich von Zeitumkehr zu sprechen, gemeint ist damit aber Bewegungsumkehr, d.h. die Transforma-
tiont—-> —-t,r>r,v>—-v,E>EB—> -B,p—p, j—>—j,¢—>¢pundA—> —A.

92Im Allgemeinen ist man bei der Berechnung auf Ndherungsmethoden angewiesen. Bei rdumlich lo-
kalisierten Quellverteilungen legt man den Koordinatenursprung in den Bereich der Quellverteilung
und entwickelt |r — ¥'| fiir weit entfernte Aufpunkte r nach Potenzen von r//r. Man erhilt dann eine
Multipolentwicklung der Potentiale, deren Koeffizienten fiir die Beitrdge niedrigster Ordnung analytisch
oder numerisch berechnet werden kénnen.
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fithren wir die raumliche Integration zuerst durch, so haben wir®?

_p_lr=r]
p(r,t) = ledt’fd3r’ S(r'—r(t)) 5(t i c )

lr —r|
R R3
bzw. .
s(i— ¢ — Ir=r)
r,t) = dt’ (1.204
und analog ,
U(t/)é(t— t— |r_cr(t )|)
A(r,t) = qfdt =) (1.205)
R

Diese Beziehungen reflektieren die Tatsache, dass das von der Punktladung in einem
festen Aufpunkt r zu einem festen Zeitpunkt ¢t verursachte Feld durch den ,,Zustand” der
Ladung zu einem festen retardierten Zeitpunkt bestimmt sein muss (s. Abb. 1.17). Die In-
tegration erfolgt iiber den Bahnparameter, wobei zufolge der 6-Funktion nur ein einziger
Zeitpunkt t’ einen Beitrag liefert, und zwar jener Zeitpunkt, fiir den das Argument der
d-Funktion in den Gleichungen (1.204), (1.205) null ist. Physikalisch ist dieser Zeitpunkt
t' dadurch bestimmt, dass die Wirkung mit der Geschwindigkeit ¢ vom Bahnpunkt r(t")
zum Aufpunkt r ,l4duft®, wihrend sich die Ladung langs ihrer Bahn vom Punkt r(t') zum
Punkt r(t) bewegt. Die Bestimmungsgleichung fiir diesen Zeitpunkt ¢’ lautet daher®*

C ’

sodass fiir das entsprechende ¢’ das Argument der 6-Funktion in den Gleichungen (1.204),
(1.205) tatsiachlich null ist. Lasst man Aufpunkt » und Zeitpunkt ¢ variieren, so erhalt
man gemafs

r—r@) _
C

t—t' — 0 < t'=t(rt) (1.206)
eine Funktion t..(r,t). Diese Funktion ist durch die linke Gleichung in (1.206) implizit
definiert. Ihre explizite Berechnung ist nur in Ausnahmefillen moglich.®®

Zur Vereinfachung der Schreibweise bei den zum Teil komplizierten Rechnungen
dieses Abschnittes ist es zweckmafsig, Abkiirzungen und Kurzschreibweisen einzufiihren.
Folgende Abkiirzungen werden benttzt:

93Da wir in diesem Abschnitt ausschlieilich die retardierten Potentiale und Feldstirken betrachten, lassen
wir zur Vereinfachung der Schreibweise den Subskript ret bei Potentialen und Feldstdarken weg.

%4Aus Kausalititsgriinden ist klar, dass der Zeitpunkt ¢’ bei gegebenem r, t eindeutig bestimmt ist.

95Ein Beispiel stellt die gleichférmig geradlinige Bewegung dar (s. die Aufgabe E6).
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1.15 Feld einer vorgegebenen Quellverteilung

Abbildung 1.17: Bestimmung
des retardierten Zeitpunktes
t' = trei(r, t) fur festes r, t

_ R(r;t)

R(r;t'")y:=r—r(t), (1.207) flr,t;t'):=t—t ' (1.210)

R(r;t) = |R(rt)|,  (1.208) o(r;t') == w (1.211)
.. Rt '

"= Ry 1209 pay =21, (1.212)

Ferner vereinbaren wir folgende Kurzschreibweisen: Fiir eine Funktion F von ¢’ oder von
r und ¢’ odervonr,tundt’ schreiben wir einfach F. Soll dabei t’ = t,.(r, t) gesetzt werden,
so schreiben wir [ F] ... Ein Beispiel: g steht fiir g(r;¢’), und [ g ]t Steht fur g(r; tye¢(r, t)).

Setzt man in die Definition von g die Grofde f ein, so erhélt man
PN ,_ lr—r(®)]
gr;t') = ot (t t c )

Fiihrt man hier die Differentiation nach ¢’ unter Beriicksichtigung von

r—r(t)] =V (x = x(t))> + (v = y(t")> + (z = z(t')?
durch, so ergibt sich nach elementarer Rechnung
gr;t)y=—(1—-n(r;t")-B)). (1.213)
Fir den in der Folge benétigten Absolutbetrag von g folgt dann wegen |B(t')| < 1
lg(r;t")| =1—n(@r;t")-p('). (1.214)

Wir gehen nun daran, die retardierten Potentiale und Feldstirken der bewegten Punkt-
ladung zu berechnen. Mit den oben eingefiihrten Abkiirzungen und Kurzschreibweisen
nehmen die Gleichungen (1.204), (1.205) die Form
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o(r,1) = q/dt’ % , (1.215) A(r,t) = qfdt’ ﬁiff) (1.216)

R R

an. Da f als Funktion von ¢’ eine einzige Nullstelle, ndmlich t’ = t,((r, t), besitzt, gilt nach
den Rechenregeln fiir die 6-Funktion

8(t" = trer(r, 1))

S f(r,t;t")) = . (1.217)
U 50) = et D))
Durchfiihrung der Integration in den Gleichungen (1.215), (1.216) gibt dann
_|_4 aB
p(r,t) = [—] ; (1.218) A(r,t) = [— : (1.219)
R|g| ret ( ) R|g| ret

Ausfiihrlich angeschrieben lauten die retardierten Potentiale fiir die bewegte Punktla-
dung

q
1) = R (1.220)
¢)(r ) |r—r(t )l(l_ r_r(tret) .v(tret))
o r—r(tedl  c
A(r,t) = @ p(r,t), mit ter= tret(r,t). (1.221)

Sie werden als Liénard-Wiechert-Potentiale bezeichnet. Die Berechnung der zugehoérigen
Feldstdrken mithilfe der Beziehungen (1.24), (1.26) ist ziemlich verwickelt. Da auch ¢t
von r und t abhéngt, wobei diese Funktion nur implizit gegeben ist (siehe Gl. (1.206)),
wire es sehr unzweckmaisig, in die Beziehungen fiir die Feldstarken die Endformeln
(1.220), (1.221) fir die Potentiale einzusetzen. Die Rechnung ist wesentlich einfacher,
wenn man die Formeln (1.215), (1.216) einsetzt und die erforderlichen Ableitungen
unter dem Integral durchfihrt.

Geht man auf diese Weise vor, so hat man zunachst einmal

E(r.f) = qfdt’{% )+ (R - ﬂ)é’(f)}, (1.222)
R

B(r,t) = qfdt’ rot 'B(;(f) = qfdt’{grad 65{) x ﬁ}

R R

a [ar [ (B %)+ (B R)s ). (1.223)
R

Mit den Beziehungen (1.211), (1.213) und (1.214) folgt

L0 o 10

ot’

3(f) =
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und man erhélt nach partieller Integration der Terme mit 5'(f) in den Gleichungen (1.222), (1.223)

Er,t) = qfdt’é(f){%+%%<l%gl(%— ))} (1.225)
R

B(r,t) = fdt 5(f){Ri(ﬁ %)+%%(ﬁ(ﬁx%»}. (1.226)
R

Mithilfe von Gl. (1.217) folgt schliefdlich

R 3
500 = | g oo (rig (R~ »]m’ (1.227)
B(r,1) = [Rf'g| (ﬂx%)+ %%%(ﬁ(px%»]m. (1.228)

Die weitere Rechnung ist elementar, doch erfordert sie Geschick beim Zusammenfassen. Durch-
fihrung der Differentiation nach ¢’ gibt mit

10 10 R

2; E§Z7 R = —'lg , z;z;ET R= '-'ji 'I; =—-n- lg s (]_.:Z:ZS))
16 . _ B R RB_F @mp? np
car 8= R " TR TR TR TR e (1.230)

fur die elektrische Feldstarke

q R .
E= [R2|g|n R2|g|2(n B)(n-p)— R2|g |3(" ﬁ)( —("‘ﬁ)z—z(n'ﬁ))

+ s (B4 nn ﬂ)——ﬁ)]

ret

= | g {n = n-B7+ [0 p) = B (n- PO~ n-B) — (0= BY(E*~ (n- B

~(B =) —n P+ s {m= P = Ba-np)|
n-(n- p)

y [cR|g|3 {nx ((n - ﬁ)"ﬁ)}] (1.231)

ret ret

- [lﬁgpm—ﬁ)u—ﬁa]

und fiir die magnetische Feldstérke

75



Kapitel 1 Mikroskopische Elektrodynamik (Maxwell-Lorentz-Theorie)

R .
B = | g P <)+ g 8w )= s (Bxw(= (o = )

: R
+ g Bxm T+ g (Bxm)(n-)|

ret

[Rz|g|3{(l’ xn)(1—n-BY +2(Bxn)(n-B)(1—n-B)—(Bxn)(B— (n- ﬁ)z)}

+ Fer{(Bxm @B —mx ) -n-pl|

ret

B = [R2| B (B x n)(l—BZ)] [ cR|g |3{(ﬁ xn)(n-B)—(nxpB)1-n- ﬁ)}]

ret

(1.232)
Die magnetische Feldstirke B(r, t) lasst sich als dufderes Produkt des Vektors [ n | et mit E(r, t)
schreiben. Es gilt ndmlich (s. Gl. (1.231))

nx(n—B)=PBxn

und

nxfnx((n-p)xp)} = nx{n—pn-p)-pa-n-p)

= (Bxn)(n-B)—(nxP)1-n-p).

Bei den retardierten Potentialen der Punktladung haben wir am Ende der Rechnung in
die Kurzform (1.218), (1.219) alle Abkiirzungen eingesetzt und haben die Formeln (1.220),
(1.221) erhalten. Bei den zugehorigen Feldstéirken schreiben wir nur die Kurzform an,
da die ausfiihrliche Form wegen ihrer Kompliziertheit viel zu uniibersichtlich ist. Das
von einer bewegten Punktladung verursachte elektromagnetische Feld, das so genannte
Liénard-Wiechert-Feld, ist durch die folgenden Formeln gegeben:

E(r,t) = [W(u -B)]_+ [clg‘TsR{n (=B =B . (1.233)

B(r,t) = [n];et x E(r,t). (1.234)

Fir r — r(¢t) strebt t..¢(r, t) gegen t. Die Feldstirken divergieren fir r — r(t) daher wie
der Kehrwert von |r — r(t)|?, sodass das ,vorlaufige“ Kraftgesetz Gl. (1.39) tatsdchlich
noch eine unendliche Selbstkraft enthélt.

Ruhende Punktladung

Setzt man in die Formeln fiir die Liénard-Wiechert-Potentiale und fiir die Liénard-
Wiechert-Feldstarken r(t') = ry, v(t') = v(t') = 0 ein, so erhélt man — wie dies der
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Abbildung 1.18: Raumlich lokalisierte Teilchenbewegung

Fall sein muss — das elektrostatische Coulombfeld

— q —0-
p(r) = ek A(r)=0; (1.235)
_ qr—ry) —

Gleichformig geradlinig bewegte Punktladung

Indiesem Fall gilt r(t') = ro+vyt’, v(t') = vy, 0(t') = 0,und der zweite Term in GI. (1.233)
sowie der zugehorige Term in Gl. (1.234) sind daher fiir alle Zeiten null. Dies bedeutet
(s. die Diskussion bei der beschleunigt bewegten Punktladung), dass eine gleichformig
geradlinig bewegte Ladung nicht strahlt. Das entsprechende elektromagnetische Feld
heifst konvektives Coulombfeld, da es nicht ,in sich dynamisch® ist, sondern lediglich vom
Teilchen , mitgetragen” wird. (Im Ruhsystem des Teilchens liegt ein elektrostatisches
Coulombfeld vor.) Potentiale und Feldstdrken des Feldes einer gleichférmig geradlinig
bewegten Punktladung wurden in Aufgabe E3 mittels Lorentztransformation vom Ruh-
system berechnet. Dabei ergab sich, dass die Richtung der elektrischen Feldstirke im
Aufpunkt r zum Zeitpunkt t durch n(r;t) gegeben ist. Fiir die gleichformig geradlinig
bewegte Punktladung muss also [n — 8 ].; proportional zu n(r;t) sein. Siehe dazu die
Aufgabe E6.

Beschleunigt bewegte Punktladung

Um die Bedeutung der beiden Terme in GI. (1.233) und der zugehoérigen Terme in
Gl. (1.234) herauszufinden, betrachten wir den Fall einer Punktladung, welche sich
rdumlich lokalisiert bewegt, d. h. es soll fir alle Zeiten |r(t")| < R, gelten, wobei R, vorge-
geben ist (s. Abb. 1.18). Fiir Aufpunkte r mit r > R,, gilt dann fiir alle Zeiten R(r;t") ~ r.

Der 1. Term von GI. (1.233) und der entsprechende Beitrag zu B verhalten sich dann
fur grofde r wie 1/r? und tragen daher (wie wir von Seite 34 wissen und in Abschnitt 1.16.1
noch einmal explizit bestdtigen werden) zum Energiefluss durch die ,unendlich ferne
Oberflache” nichts bei. Dieser Feldanteil ,bleibt beim Teilchen® er ,bewegt sich mit dem
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Teilchen mit“. Formal ist er identisch mit dem konvektiven Coulombfeld, doch ist er ,in
sich dynamisch® da an die Stelle der konstanten Geschwindigkeit v, die Geschwindigkeit
U(tei(r, t)) tritt. Man spricht vom verallgemeinerten Coulombfeld (Geschwindigkeitsfeld)
E,, B, der Ladung.

Abbildung 1.19: Feld einer beschleunigt bewegten Punktladung

Der 2. Term von Gl. (1.233) und der entsprechende Beitrag zu B wird als Beschleu-
nigungsfeld E,, B, der Ladung bezeichnet. Die Feldstarken dieses Feldanteils verhalten
sich fiir eine lokalisierte Teilchenbewegung fiir grofse r wie 1/r und tragen daher zum
Energiefluss durch die ,,unendlich ferne Oberfliche® bei. Wie wir in Abschnitt 1.16.1
zeigen werden, ist der asymptotische Energiefluss tiberall und zu allen Zeiten nach
»aufden” gerichtet und beschreibt daher die irreversible Umwandlung von Teilchenen-
ergie in elektromagnetische Feldenergie, welche als Ausstrahlung bezeichnet wird: Eine
beschleunigt bewegte Ladung strahlt. Ein Teil des Beschleunigungsfeldes

E,(r,t) := [C|gC73R{nx((n_ ﬁ)xﬂ)}] (1.237)

Bb(r’ t) = [n]rethb(r’ t) (1238)

b
ret

16st sich als Strahlungsfeld vom Teilchen ab. Betrachten wir einen festen Aufpunkt r und
einen festen Zeitpunkt t. Dann ist t' = t,.¢(r, t) ein fester retardierter Zeitpunkt. Elektri-
sche und magnetische Feldstirke des Beschleunigungsfeldes der Punktladung sind im
betrachteten Aufpunkt zum betrachteten Zeitpunkt dem Betrage nach gleich grofs, zu-
einander senkrecht und senkrecht zur Richtung [n] ;e = n(r; tye;) vom Quellpunkt r(t,et)
zum Aufpunkt r (s. Abb. 1.19). Diese Eigenschaften sind fiir ein elektromagnetisches
Strahlungsfeld (elektromagnetisches Wellenfeld) charakteristisch.
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Fir das Gesamtfeld der beschleunigt bewegten Punktladung im Aufpunkt r zum Zeit-
punkt ¢ gilt ebenfalls, dass elektrische und magnetische Feldstiarke zueinander senkrecht
sind, doch sind sie nicht dem Betrage nach gleich, und es ist E nicht transversal zur
Richtung n(r; t.e).

1.16 Ausstrahlung von Wellen durch eine
vorgegebene Quellverteilung

Das elektromagnetische Strahlungsfeld einer vorgegebenen Quellverteilung kann im
Prinzip mithilfe von GI. (1.202) berechnet werden. Fiir eine zeitlich lokalisierte Quell-
verteilung strebt Aby fiir t — 400 gegen null, und man kann das Strahlungsfeld aus
dem retardierten Feld durch den Grenziibergang t — +oo ,herausfiltern®. Beniitzt man
die Beziehung (1.202) fiir eine zeitlich nicht lokalisierte Quellverteilung, so muss man
jedoch A%, — A%, tatsichlich berechnen. Ist die betreffende Quellverteilung rdumlich
lokalisiert, so gibt es einen einfacheren Weg die Ausstrahlung zu behandeln: Man hat
lediglich das Beschleunigungsfeld, d. h. jenen Anteil des retardierten Feldes, welcher sich
raumlich asymptotisch wie % verhilt, zu nehmen. Mithilfe des zugehoérigen asymptoti-
schen Energiestromes kann man dann die Ausstrahlung der Quellverteilung berechnen.

1.16.1 Ausstrahlung durch eine beschleunigt hewegte Punktladung

Die Teilchenbewegung verlaufe zu allen Zeiten im Endlichen, sodass die entsprechende
Quellverteilung rdumlich lokalisiert ist. Es gilt dann flr alle Zeiten |r(t')| < Ry mit vorgege-
benem R, (s. Abb. 1.18 von Seite 77), und man hat fiir Aufpunkte r mit r > R, fiir alle
Zeiten R(r;t’) ~ r.

Die Energiestromdichte ist gegeben durch:

c
S(r,t) = E[Ev(r, t) x By(r,1)]
£
4r
£
4

+-—[Ey(r,t) x Bp(r,t) + Ep(r,t) x B,(r,1)] (1.239)

+ [Eb(r, t)bi(r, t)]

Die erste Zeile in diesem Ausdruck verhilt sich asymptotisch zu allen Zeiten wie 1/r?,
die zweite Zeile wie 1/r3 und die dritte Zeile wie 1/r?. Verwenden wir fiir den Beitrag in
der dritten Zeile die Bezeichnung Sj(r, t) und beriicksichtigen wir, dass aufgrund der
Eigenschaften von Ej, By, der Betrag von Ej, x B, durch EZ, und die Richtung von Ej, x By,
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durch [n],.; gegeben ist, so hat man

Sp(r.0) = 2 [By(r,0)xBy(r,0)] = 2= E3(r,0)[nlye

4
5 ) . (1.240)
ame | g (7> (= By < p)f ]

ret

Betrachten wir einen Aufpunkt r auf einer Kugelfliche mit dem Radius r (s. Abb. 1.18).
Fir ein nach aufden orientiertes Flachenelement der Kugelfliche hat man

df = ndf mit n=;, df = r2dQ, (1.241)

wobei df? das entsprechende Raumwinkelelement darstellt. Fiihrt man rdumliche Polar-
winkel {2 = (8, ¢) ein (s. Abb. 1.20), so gilt

n = (sind cos ¢, sind sing, cosd), df?=sinddddyp. (1.242)
z
d = sinY dd dy
R
’19 // /+ . .
A Abbildung 1.20: Festlegung einer Raum-
y | richtung und eines Raumwinkels durch
% i Y raumliche Polarwinkel
2N

x

Aufgrund des asymptotischen Verhaltens der Terme in (1.239) und wegen EZ(r,t) > 0
und [n],e -1 > 0 fir r > R, existieren die folgenden Grenzwerte und ergeben fiir jeden
Zeitpunkt endliche nichtnegative Werte:

lim [S(r,t)-nr?] = lim [Sp(r,t)-nr?]| > 0, (1.243)
r—+o00 r—+00
lim 9§df-5(r,t) = lim 9§df-sb(r, >0, (1.244)
F(V) FV)

Es stromt also zu allen Zeiten und an allen Stellen, an denen die Normalkomponente der
Energiestromdichte nicht gerade null ist, Energie durch die ,unendlich ferne Oberflache*
nach aufsen (Ausstrahlung elektromagnetischer Wellen).

Wir betrachten nun ein endliches Beschleunigungsintervall T; < t’ < T, der Ladung
und fragen nach der Gesamtenergie, welche von der Ladung in diesem Zeitintervall in

~

das Raumwinkelelement df2 um eine vorgegebene Richtung n = (2 abgestrahlt wird.
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Will man diese Energie experimentell bestimmen, so muss man in einem Aufpunkt r mit
r > Ry, r/r = n die im Zeitintervall

H(r) =T + R(rc; L)

H(r) <t <t,(r) mit {

. 1.245
tz(r) = T2 + R—(r(,: TZ) ( )

durch das zu n senkrechte Flichenelement df = r?d{2 hindurchtretende elektromagne-
tische Feldenergie messen (s. Abb. 1.21). Beachte, dass t’ der retardierte Zeitpunkt zum
Zeitpunkt t im Aufpunkt r ist, und daher zwischen ¢’ und t die Beziehung (1.206) besteht.
Fiir vorgegebenes festes t’ folgt daher das zugehorige t aus der Gleichung

R(r;t")

t=tr;t") =t'+ -

Die Intervallgrenzen fiir t sind entsprechend durch ¢;,(r) = t(r; T;), i = 1,2, gegeben. Wie
die Beziehung

L) —H(r)=T,—-T +

R(r;T,) _ R(r;Ty)
c c

zeigt, ist die Lange der Intervalle [Ty, T>] und [t,(r), t,(r)] verschieden.

df = r2d

Abbildung 1.21: Zur Berechnung der Abstrahlung
einer rdumlich lokalisiert bewegten Punktladung

Der Experimentator kann den Energiestrom immer nur in einem endlichen Abstand
messen. Er muss dabei r so grofs wihlen, dass die Terme in der ersten und zweiten Zeile
von Gl. (1.239) im Rahmen seiner Messgenauigkeit keine Beitrige mehr liefern. Der
Theoretiker kann die abgestrahlte Energie exakt berechnen, indem er den Grenziibergang
r — +oo durchfiithrt. Mit Gl. (1.240) ergibt sich auf diese Weise: Die gesamte von der
Ladung wiahrend des Beschleunigungsintervalles T} < t’ < T, in das Raumwinkelelement

df? um eine vorgegebene Richtung n = (2 abgestrahlte Energie ist gleich der gesamten
im Zeitintervall t;(r) < t < t,(r) durch das Flichenelement df = r?df2 im Grenzfall
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r — +oo nach aufsen stromenden Energie, und fur diese gilt

ta(r) to(r)
Vl_i)grnoo fdtdQS(r, t)-nr? = rEI_Elm fdtd() Sy(r,t)-nr?* =
N a) (1.246)
0 @ [{n@;0) = ((nGr;t) = B() x B())}°
rEr+noo /dtd() 4m[ i n(r't’)~ﬂ(t’))6R2(F‘t’) n(r;t') ‘nrl.
t1(r) ’ ’ t'=tret(ryt)

Fiihren wir bei festgehaltenem r anstelle von ¢ die Integrationsvariable t' = t,.(r, t) ein,
d.h. machen wir die Variablensubstitution

f=t+ @ (r fest), (1.247)
so gilt

dt = (1—n(r;t)-B(t))dt’,
t=t1(F)<—>t'=T1, t:tz(r)(—)tI:Tz,
und wir erhalten einen Ausdruck, in dem wir den Grenziibergang unter dem Integral
durchfiihren konnen. Berticksichtigen wir dabei, dass firr - 4+

, r
n(r;t') » n, ReD) -1
gilt (s. Abb. 1.18 auf Seite 77), so folgt
to(r) to(r)
VEI-POO /dtdQ S(r,t)-nr? = rginoo fdtd!? Sy(r,t)-nr?

tl(r) tl(r)

T, .
tim [ aran L RO (@0 = BEO)<BENE 2
are (1= n(r:t)- B)) Rt

3 (n(r;t')-n)

2 2
2 1n n-— t t
47ce (1 _ n-ﬂ(t’))
=t d*Upaq(t', 2)
Da T;, T, beliebig gewéhlt werden konnen, bedeutet d2U,,4(t, £2) die Energie, die eine
beschleunigt bewegte Punktladung im Zeitintervall (¢, t' + dt’), in welchem sie sich vom
Ortr(t')anden Ort r(t' + dt') = r(t') + v(t") dt’ bewegt, in das Raumwinkelelement d{?
um eine vorgegebene Richtung n = (2 abstrahlt.

Fir die Zeitvariable kann man natirlich eine beliebige Bezeichnung verwenden,
insbesondere kann man in der Formel fiir d?U,,4 statt ¢’ Giberall t schreiben.”®

96Bei der Ableitung der Formel fiir d2U,,q bedeutete t’ die retardierte Zeit t’ = t,.¢(r, t) und t die Zeit fir
die Messung im Aufpunkt r. In der Endformel kommt ¢ nicht mehr vor, weshalb das Symbol nun fiir
den Bahnparameter ,frei” ist.
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Die von einer beschleunigt bewegten Punktladung zum Zeitpunkt ¢ pro Zeiteinheit in
die Raumwinkeleinheit um die Richtung n = (2 abgestrahlte Energie ist also durch

PUpa(,2) ¢ [nx((n— B®)xBO)F
dtd?  4mc 1-n-B®)

(1.249)

gegeben. Die von einer beschleunigt bewegten Punktladung zum Zeitpunkt ¢t pro Zeit-
einheit insgesamt abgestrahlte Energie erhilt man daraus durch Integration tiber alle

Raumrichtungen: ,
AUpag(t) _ d*Uraq(t, {2)
dt ds2 dtd (1.250)

[47]

Die Berechnung dieses Integrals ist mathematisch elementar, aber langwierig.

Fir die Durchfithrung der Integration wahlt man zweckmaéfSigerweise ein 1-2-3-Koordinaten-
system mit 3-Richtung in Richtung von v(t).%” Gilt fiir den betreffenden Zeitpunkt v(¢) || v(t),
so ist die Durchfiihrung der Integration einfach und wird deshalb dem Leser tiberlassen. Sind
v(t) und v(t) nicht parallel, so definieren sie eine Ebene. Diese Ebene wird als 3-1-Ebene des
Koordinatensystems gewahlt (s. Abb. 1.22). Ferner werden die unbestimmten Integrale

fd“ﬁ = (%_%)(1—1@3 e

u? uz u 1 1
fdu(l—u)S = (7‘5*5)(1_@4 +C

benitzt.
3
d? = sinY dVd dy
v(t) | A
¢ n Abbildung 1.22: Wahl des Koordinaten-
v(t) systems fiir die Durchfithrung der In-
2 tegration tiber den Raumwinkel
2
1
Wegen

nx((n—pP)xP)=nm-p)-Bm-p)-pA-n-p),
nx((n-P)xP)P= B2 -n-BR+2(B-B)(n-B)1-n-B)— 1 -2 (n B)>

97Da t fiir die Integration fest ist, ist durch v(t) eine feste Raumrichtung definiert.
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kann man Gl. (1.249) auch in der Form

dzUrad ﬁz
dtds? 471'c

n-p 2 _(n-By? }
+2 —-(1- —_— (1.251)
ey Ay el ey o
schreiben. Setzt man diesen Ausdruck in Gl. (1.250) ein und fihrt man unter Beniitzung von
n = (sind cos ¢, sind sin g, cos §) die inneren Produkte n-f und n-f unter Beachtung von
P =(0,0,8), B =(f1,0,B3) aus, so treten die folgenden Integrale auf:

27 +1

1 47
/dQ (1-n ﬁ)3 /d¢ fd(cos&) —Bcos9p  (1-p22’ (1.252)
[47]
2
_ 61 smS cosgo+,6’3 cosd
L = / (1 - ﬁ)“ fd¢fd(cos$) B cos 9
[47]
+8 .
_ u _16m  fBps3
= 2n63 7 fdu O—wf - 3 A-po° (1.253)
-B
o 2r +1 . ) )
_ (n-B) _ (B1sind cos g + S3cos 3)
I = _/dg—(l—n-ﬁ)S = fdcpfd(cos&) (0= cosoF
[47] 0 -

27 o .
d d(co 9 $2 sin?8 cos?p + 213 sin 9 cos § cos ¢ + f3 cos?9
i (1 —pBcosd)s

29 2 2
nfd(cos&) 61 sin“d + 53 cos“§

(1 —pBcosd)s
-1
+[3 +6 ,
1
= nft g [+ nCE - B 63f =
B -B
o L4B? 262 B2\ 1+ 582
=78 g (5 - T a e
= 4_? a—gr 52)4 |a-B28+ 1 +58H4). (1.254)

Mit den Integralen (1.252) bis (1.254) erhélt man dann in dem geméifs Abb. 1.22 gewéhlten
Koordinatensystem

2 . . .
T = A e 3O + B+ 4B - S0 BB - S0+ 5E))

By 12
. o CRg R (1.255)
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Um eine fir beliebige Koordinatensysteme giiltige Formel zu erhalten, miissen wir dieses Ergebnis
so umschreiben, dass nur die Drehinvarianten 2 = g2, 2 und B - 8 vorkommen. Eine sol-
che Formel finden wir, wenn wir davon ausgehen, dass in dem speziellen Koordinatensystem
ﬁ2 ,81 + 63 und B- ﬁ {353 gilt. Schreiben wir also statt Gl. (1.255)

d[értad - 232 (a 152)3 {(1 - 52)(5% + 5%) + 52532,}’ (1.256)

so folgt daraus unmittelbar

2 2 . . 2 2

T = L mmsla-e B (b-p2) = s - epR). a2

Fir die von einer esch%eumgt bewegten Punktladung zum 2e1tpunkt t in der Zeiteinheit
insgesamt abgestrahlte Energie gilt also

1

dUsa(0) _ 26> O - [BOx BOP (1.258)

dt 3¢ [1- 3203

Mit dem Phidnomen der Abstrahlung ist das Auftreten einer Selbstkraft, der Strah-
lungsriickwirkungskraft, verbunden. Man erwartet von einem korrekten Ausdruck fiir die
Selbstkraft, dass die von ihr in der Zeiteinheit am Teilchen geleistete Arbeit

dArad(t)

— jr(rad) .
Ll = KOO0 u(0) (1.259)

negativ und dem Betrage nach gleich der in der Zeiteinheit abgestrahlten Energie ist.
Wie wir spiter sehen werden (s. Abschnitt 1.18) ist aber flir den abrahamschen Ausdruck

fiir KTad)(r) A
_ Araq(l

dt

dUrad(t)

i (1.260)

=
es gilt lediglich

dArad(t) dUrad(t)
——ar = 4 (1.261)
wobei die Querstriche geeignete Zeitmittelwerte bedeuten.
In Lehrbiichern findet man dazu folgende ,,Erklarung“: Der Grund fiir die Beziehungen
(1.260), (1.261) sei, dass strikte Energieerhaltung nur fiir das Gesamtsystem Teilchen plus
Feld gelte, wobei in der Feldenergie neben dem Beitrag des Beschleunigungsfeldes der
Beitrag des Geschwindigkeitsfeldes und die , Kreuzterme* zu berticksichtigen seien.
Das ,,Nahfeld“ wirke als ,,Energiepuffer®. Neben der irreversiblen Abgabe von Energie
an das Feld durch Abstrahlung erfolge noch ein reversibler Energieaustausch mit dem
»Nahfeld“.
Diese ,Erklarung” krankt schon allein daran, dass in den Ausdriicken fiir Energie-
dichte und Energiestromdichte eben auch , Kreuzterme* auftreten (s. Gl. (1.239)). Die
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tatsiachliche Losung besteht in einer Anderung der Interpretation des abrahamschen
Vektors K("2d)(¢) in der endgiiltigen Formulierung der Maxwell-Lorentz-Theorie, auf die
schon auf Seite 26 bei der Diskussion der Probleme mit den Bewegungsgleichungen
hingewiesen wurde.

Eine stabile Kreishahn ist in der klassischen Physik fiir ein elektrisch geladenes Teilchen nur
moglich, wenn die Abstrahlungsverluste dauernd durch Einwirkung von aufden (durch ,zwangs-
weises Herumfiihren“) kompensiert werden. Bei einem sich selbst iiberlassenen Wasserstoffatom
misste das Elektron nach der Maxwell-Lorentz-Theorie bei einem Anfangsabstand von einem
bohrschen Radius vom Proton binnen 3-10~13 s auf einer Spiralbahn ,zum Proton fallen®. Wie
dieses Beispiel zeigt, versagt die klassische Physik im atomaren Bereich.

Wie man aus der Beziehung (1.258) sieht, nimmt die in der Zeiteinheit insgesamt
abgestrahlte Energie mit Annaherung an die Lichtgeschwindigkeit extrem zu.%® Die
durch Gl. (1.249) beschriebene Winkelverteilung zeigt im ultrarelativistischen Fall eine
ausgepragte Bevorzugung der Abstrahlung in Richtung der Momentangeschwindigkeit
(in ,Vorwértsrichtung®), da im Nenner eine hohe Potenz von 1 — n- B(t) auftritt.” Gilt
dagegen im betrachteten Inertialsystem §(t) < 1, so erhélt man (s. Aufgabe E7)

2 252
d %;3% 2 & q;w(;) sin26(1), (1.262)
wobei 6(t) den Winkel zwischen n und v(t) bedeutet. Die Abstrahlung ist also in Bezug auf
,Vorwarts-“ und ,Riickwértsrichtungen“ symmetrisch und durch ein sin?6-Gesetz gege-
ben. Fir die insgesamt in der Zeiteinheit abgestrahlte Energie gilt dann die larmorsche
Formel

dUna(t) _ 2q°03(1)

a = 3c3

Die Abbildungen 1.23 bis 1.25 auf den Seiten 87, 88 zeigen die Winkelverteilungen fiir
einige typische Fille.'%0 Die Pfeilrichtung gibt die Richtung der Momentangeschwindig-
keit v an, und y bezeichnet den Winkel zwischen der Richtung n und der Richtung von v.
Es handelt sich um Polardiagramme, d. h. unter dem entsprechenden Winkel y ist auf dem
zugehorigen Strahl d?U,4/dtdS? aufgetragen, und zwar in Einheiten g v%/47c3. Beim
Vergleich ist zu beachten, dass in den Polardiagrammen im Allgemeinen fiir verschie-
dene 3-Werte verschiedene Zeicheneinheiten beniitzt werden (s. die auf den Abszissen
eingetragenen Zahlenwerte).

Durch Untersuchung der Winkelverteilung der elektromagnetischen Strahlung mit-
hilfe von Detektoren kann man Riickschliisse auf den Bewegungszustand von geladenen
Teilchen, etwa in Beschleunigern, ziehen, ohne die Teilchen zu ,,stéren®.

(1.263)

%8Fiir B = 0,99999999 gilt 1/(1 — 8?)3 ~ 10%.

PFiir 8 = 0,99999999 gilt 1/(1 + B8)°> ~ 3-10~2 und 1/(1 — B)®> = 10%*°, was ein Verhiltnis zwischen
der Abstrahlung in ,Vorwértsrichtung®” und der Abstrahlung in , Rickwirtsrichtung® von rund 41
Zehnerpotenzen ergibt. Diese Aussage gilt unter der Voraussetzung, dass fiir diese Richtungen der
Zahler in Gl. (1.249) nicht ,,zufallig” null ist.

100praktische Beispiele dazu sind das geladene Teilchen im Linearbeschleuniger bzw. im Kreisbeschleuni-
ger. Die Beschleunigung ist dann zu allen Zeiten parallel bzw. senkrecht zur Geschwindigkeit, wihrend
dies fiir die Abbildungen nur fir den betrachteten Zeitpunkt ¢t vorausgesetzt ist.
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Abbildung 1.23: Winkelverteilung der Strahlung im Fall v || v
in Einheiten g? v%/4zc3 fur verschiedene Werte von 8 = v/c

B=0,5 ///60° =09

0,296 0,146

Abbildung 1.24: Vergrofderte Darstellung der Winkelvertei-
lungen von Abbildung 1.25 (a) fiir 8 = 0,5und 8 = 0,9 in
den Winkelbereichen y > 60° bzw. y > 25,9°
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-0

N N e \sx

0,296 | 8 0,296 \_/ 8

0,146 1000 0,146 1000

(a) (b)

Abbildung 1.25: Winkelverteilung der Strahlung im Fallv L v
in Einheiten q? v%/4xc3 fur verschiedene Werte von 8 = v/c
(a) in der Ebene von v und v
(b) in der Ebene senkrecht zu v, welche v enthalt

88



1.17 Ausbreitung elektromagnetischer Wellen

1.17 Ausbreitung elektromagnetischer Wellen

Losungen der homogenen Maxwellgleichungen

divE(r,t) =0, (1.264)
divB(r,t) =0, (1.265)
rot E(r, ) = —% aBg;, D (1.266)
rot B(r,t) = %aEg'; 2) (1.267)

bezeichnet man als freie elektromagnetische Felder. Sie spielen als einlaufende Felder, als
auslaufende Felder und als Strahlungsfelder gegebener Quellverteilungen eine Rolle
(siehe Seite 54 und Seite 70). Freie elektromagnetische Felder breiten sich als elektro-
magnetische Wellen aus. Physikalisch gesehen stellen freie elektromagnetische Felder
Néherungen fiir raumzeitliche Ausschnitte aus real vorliegenden Gesamtfeldern in
grofden Entfernungen von Quellen dar.

Die mathematische Beschreibung von Wellenausbreitungsvorgangen ist Inhalt der
2. Grundaufgabe der Elektrodynamik: Vorgegeben sind die Feldstirken des Wellenfeldes
zum Anfangszeitpunkt ¢, = 0,

E(r,0)=E,(r), B(r,0)=B,(r), (1.268)

zu berechnen ist die raumzeitliche Entwicklung des Wellenfeldes fiir t > 0. Die Anfangs-
werte miissen dabei die Bedingungen divE,(r) = 0, divB,(r) = 0 erfillen.

Wir wissen, dass im Fall der Quellenfreiheit die elektromagnetischen Potentiale ¢, A
in Lorenzeichung homogene Wellengleichungen erfiillen. Da man aber leicht zeigen
kann (s. Aufgabe E8), dass im Fall der Quellenfreiheit die kartesischen Komponenten der
Feldstiarken E und B selbst homogene Wellengleichungen erfiillen, ist es zweckméfsig,
die Feldstirken direkt, d. h. ohne Umweg tiber die Potentiale, zu berechnen. Jede L6-
sung der homogenen Maxwellgleichungen ist notwendigerweise Losung der homogenen
Wellengleichungen

1 8%E(r,t) _
1 3%B(r,t)
AB(rn - =22 = 0. (1270)

Umgekehrt gibt es natiirlich Losungen der homogenen Wellengleichungen, welche nicht
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den homogenen Maxwellgleichungen geniigen.'°® Wir miissen also solche Losungen der
Gleichungen (1.269), (1.270) auswéhlen, welche auch die Gleichungen (1.264) bis (1.267)
erfillen.

1.17.1 Fortschreitende ebene Wellen und Wellenpakete

Um die 2. Grundaufgabe zu 16sen, niitzt man die Linearitiat der Maxwellgleichungen aus,
welche die Superposition von Partikularlésungen ermoglicht. Man verschafft sich ein
vollstdndiges System von Partikuldrlésungen der homogenen Maxwellgleichungen, nach
welchen man die gesuchte Losung entwickelt. Im Prinzip kann man irgendein derartiges
Entwicklungssystem (ebene Wellen, Kugelwellen, Zylinderwellen etc.) heranziehen, doch
wird je nach der gegebenen Anfangsbedingung bzw. je nach der Geometrie der Quelle
aus praktischen Griinden (Konvergenzverhalten der Entwicklung) einmal die Beniitzung
des einen, einmal die Beniitzung eines anderen Entwicklungssystems zweckmaéfsig sein.
Im Folgenden wird nur das mathematisch einfachste Entwicklungssystem, das System
der ebenen Wellen, behandelt.

Wie man leicht verifizieren kann, gilt folgende mathematische Aussage: Ist n ein
beliebig vorgegebener reeller Einheitsvektor, und f eine beliebige zweimal stetig diffe-
renzierbare reellwertige Funktion einer reellen Variablen, so ist (lies,, f von®)

r
u(r,t) = f(n- o= t) (1.271)
Partikularlésung der homogenen Wellengleichung

1 0%u(r,t)
Ist also n ein beliebig vorgegebener reeller Einheitsvektor und sind f, g beliebige re-
ellwertige zweimal stetig differenzierbare Vektorfunktionen einer reellen Variablen, so
sind
r r
E(r,t) = f(n- o~ t), B(rt)=g(n- o~ £) (1.273)

Partikularlésungen der homogenen Wellengleichungen (1.269), (1.270).

Verwenden wir Gl. (1.273) als Losungsansatz fur die homogenen Maxwellgleichungen
(1.264) bis (1.267), so erhalten wir mit

T=1(rt)=n % —t (1.274)

aus den Gleichungen (1.264) bis (1.267) bei vorgegebenem n die folgenden Bedingungen
fur die Funktionen f, g:

101Djes ist allein aufgrund der Tatsache klar, dass die Maxwellgleichungen die Feldstirken E und B , kop-
peln®, wiahrend die Wellengleichungen dies nicht tun.
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af af  dg
dg dg _ df

Integration nach 7 und Nullsetzen der dabei auftretenden additiven raumzeitlich kon-
stanten Felder, welche keine Wellenausbreitungsvorgiange beschreiben, gibt
n-f =0, (1.279) nxf = g, (1.281)
n-g=20, (1.280) nxg = —f. (1.282)
Diese teilweise redundanten Bedingungen'®? sagen aus: Besitzt die Vektorfunktion f
nur Komponenten in der zu n senkrechten Ebene und gilt g = n x f, so erfillt der An-

satz (1.273) die homogenen Maxwellgleichungen, d. h. (1.273) ist Partikuldrintegral der
homogenen Maxwellgleichungen.

4

Abbildung 1.26: Zur allgemeinen fortschreitenden ebenen Welle

Fiihren wir zwei zueinander und zu n senkrechte Einheitsvektoren €,, @ = 1,2, ein
(siehe Abb. 1.26), wobei €, €,, n ein orthonormiertes Rechtssystem bilden sollen, so

muss also f die Form
S = Z €a fu(T)
a=1,2

besitzen, wobei fi, f, Komponenten bezlglich e, €, (nicht beziiglich e, e,) bedeuten.
Die Vektoren €, werden als Polarisationsvektoren bezeichnet.

102pjese Redundanz ist nicht verwunderlich, da ja die homogenen Wellengleichungen notwendige Bedin-
gungen flir Lésungen der homogenen Maxwellgleichungen darstellen.
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Die homogenen Maxwellgleichungen (1.264) bis (1.267) besitzen also Partikuléirlosun-
genvom Typ

E(rt) = > eafa(n-g—t), (1.283)

a=1,2
B(r,t) = nxE(r,t), (1.284)

wobei n ein beliebig vorgegebener reeller Einheitsvektor ist, f;, f, beliebige (nicht kon-
stante) zweimal stetig differenzierbare reellwertige Funktionen einer reellen Variablen
sind, und €, €,, n ein orthonormiertes Dreibein (Rechtssystem) darstellt. Die Feldstdrken
E(r,t), B(r,t) besitzen dann zu einem festen Zeitpunkt ¢ in allen Aufpunkten r, welche
die Gleichung n-r = d mit vorgegebenem festen d € R erfiillen, gleiche Werte. Die
zum Einheitsvektor n senkrechten Ebenen (s. Abb. 1.26) stellen also geometrische Orte
konstanter Feldstéarken fir festes t dar, weshalb man von einer ebenen Welle spricht. Die
Feldstarkenwerte, welche zum Zeitpunkt ¢t in einer zu n senkrechten Ebene mit dem
Abstand d vom Ursprung vorliegen, liegen zum Zeitpunkt ¢t + &t in einer zu n senkrech-
ten Ebene mit dem Abstand d + 6d, §d = cdt, vor, die ebene Welle schreitet also ohne
Anderung ihrer Gestalt (ohne Verzerrung oder Dampfung) mit der Geschwindigkeit ¢
(,Vakuumlichtgeschwindigkeit“) in Richtung n fort. Man bezeichnet n entsprechend als
Ausbreitungsrichtung (Fortpflanzungsrichtung) der ebenen Welle.

Die Formeln (1.283), (1.284) beschreiben die allgemeinste fortschreitende ebene
Welle mit gegebener Ausbreitungsrichtung n.

Ebene elektromagnetische Wellen besitzen die Eigenschaft E L n, B L n, sind also
Transversalwellen. Ferner gilt

ELB, |E =|B|, (1.285)

n, E, B orthogonales Rechtssystem. (1.286)

Eine ebene elektromagnetische Welle ist fiir beliebige inertiale Beobachter eine ebe-
ne elektromagnetische Welle, die Ausbreitungsrichtung ist allerdings bezugssystem-
abhingig (Aberration). (Beachte, dass die Beziehungen (1.285) lorentzinvariant sind;
siehe die Feldskalare Gl. (1.130).) Die Beziehung |E| = |B| bedeutet, dass fiir eine elek-
tromagnetische Welle im Vakuum elektrische und magnetische Energiedichte gleich
grofs sind.
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1.17 Ausbreitung elektromagnetischer Wellen

Energiedichte, Energiestromdichte und Impulsdichte einer ebenen elektromagnetischen
Welle sind gegeben durch:

1
Ueipn(F, 1) = EEz(r, 0, (1.287)
S(r,t) = .- EXr,0)n = uam(r,Hicn, (1.288)
Pam(r,) = 2G8 _ bemD ), (1.289)

Beachte die folgende Korrespondenz: Fiir das Photon gilt |p| = E/c.

Eine ebene Welle heifst aperiodisch oder periodisch, je nachdem, ob sich die elektro-
magnetischen Feldstirken in den festen Ebenen n-r = konst. zeitlich aperiodisch oder
zeitlich periodisch dndern. Eine periodische ebene Welle heifst insbesondere harmo-
nisch, wenn diese zeitliche Anderung zeitlich harmonisch (sinus- bzw. cosinusférmig)
ist. Da eine harmonische ebene Welle durch eine einzige Frequenz charakterisiert ist,
bezeichnet man sie auch als monochromatisch. Jede nichtmonochromatische periodische
ebene Welle und jede aperiodische ebene Welle lisst sich durch Uberlagerung von mono-
chromatischen ebenen Wellen mit gleicher Ausbreitungsrichtung n und verschiedenen
Frequenzen aufbauen (Fourierreihe einer periodischen Funktion bzw. Darstellung als
Fourierintegral fiir eine aperiodische Funktion).

Die allgemeinste harmonische (monochromatische) fortschreitende ebene Welle mit
der Ausbreitungsrichtung n erhilt man, wenn man in Gl. (1.283) fiir die Funktionen f,

r r
fa(nz —t) =E0aCOS[CU(n'E _t)+50(]’ (1290)
Eyq > 0 (nicht fiir beide a-Werte null), (1.291)
S, €[0,27), a=1,2 (1.292)

setzt. Dabei ist w die Kreisfrequenz der Welle. Weitere flir die monochromatische Welle
wichtige Grofden bzw. Beziehungen sind:

V= Frequenz
T = 1 = 2 (zeitliche) Periode
Vv w
A= % = % =cT Wellenldnge (rdumliche Periode)
k(w) = % = 277{ Kreiswellenzahl
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w(k) =ck Dispersionsbeziehung
w(k) e
bpp = —— =¢ (Betrag der) Phasengeschwindigkeit
k(w) =k(w)n Kreiswellenzahlvektor

Die allgemeinste monochromatische fortschreitende ebene Welle mit Ausbreitungs-
richtung n und Kreisfrequenz w besitzt also die Form

w
E(r,t) = a;,ona €, cos| Smr—cn+ S
= > Epq€ycos|k(w)-r—wt+6,] (1.293)
a=1,2
= > Epq€qcos|k-r—aw(k)t+ 8],
a=1,2
k
B(r,t) = nxE(r,t) = T xE(r,t). (1.294)

Die Frequenz kann dabei einen beliebigen positiven Wert besitzen. Der experimentell
erforschte Frequenzbereich reicht von v = 103 Hertz bis v = 10%* Hertz (s. Abb. 1.27). Der
sichtbare Spektralbereich liegt zwischen v = 4-10'* Hertz und v = 7,5-10'* Hertz.

In der Speziellen Relativitiatstheorie erhilt man unter Beniitzung der Einstein-de
Broglie-Beziehungen fiir Energie und Impuls des Photons die Aussage, dass die Gro-
f3en %, ky,ky, k, Komponenten eines Vierervektors, des Kreiswellenzahl-Vierervektors k,
bilden: o "

I: (k“)_(?,k)_?(l,n). (1.295)

Dies gestattet die Ableitung der Formeln fiir die Aberration und den Dopplereffekt.

Aus GI. (1.295) folgt, dass die Phase ¢(r, t) := k(w)-r — wt einer monochromatischen
ebenen Welle ein Viererskalarfeld in Bezug auf homogene Lorentztransformationen dar-
stellt:

p@r,t)=—k-x, ¢ rit')=¢(,1). (1.296)

Diese wichtige Aussage kann man auch in der klassischen Feldtheorie der elektromagne-
tischen Strahlung ableiten, indem man in das Transformationsgesetz der Feldstdrken
bei Wechsel des Inertialsystems I — I’ die Ausdriicke von Gl. (1.293), (1.294) einsetzt.
Aberration und Dopplereffekt konnen somit bereits auf dem Boden der klassischen
Feldtheorie erklart werden.

94



1.17 Ausbreitung elektromagnetischer Wellen

hv [eV] A [cm] v [Hertz]
1 1 1
10" + 10~ 4 ot
10** +
s T1F Gammastrahlen
10° + 107% 4+ 22 und ultraharte
107 Rontgenstrahlen
106 T 10_10__ 1020 1
0 konventionelle Rontgenstrahlen
104 T 10_8 T 1A 18 I g
107 + langwellige Rontgenstrahlen
10% + 1078 +

10% + Y

10° + 107 + 1um = sichtbarer Spektralbereich
107+ 107 + 10t |
107 + 10° + 1cm 0 EHF Radar und
107 - SHF Mikrowellen
107% + 10% +1 UHE
100 £ i ~ _ UKW
c
107 + 10 4+ . HF 2 KW
1 10° + MF = MW
1km 2
1070+ 108 4+ \ LF LW
10° +
- VLF
1072+ 108 +
10 —+

Abbildung 1.27: Experimentell erforschter Frequenzbereich elektromagnetischer Wellen

VLF... very low frequency, LF ... low frequency, MF ... medium frequency,
HF ... high frequency, VHF ... very high frequency, UHF ... ultra high frequency,
SHF ... super high frequency, EHF ... extremely high frequency

Polarisationszustand einer monochromatischen ebenen Welle
Je nach der relativen Phase und dem Amplitudenverhaltnis,

yi=8,—8,€[0,27), =2 e][0,+w), (1.297)

handelt es sich um elliptisch, zirkular oder linear polarisierte Strahlung, d. h. die Spitze des
E-Vektors durchliuft in einer festen Ebene n-r = konst. im Laufe der Zeit eine Ellip-
se, einen Kreis oder eine Strecke (s. dazu Abb. 1.28 und Aufgabe E9). Man spricht im
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Allgemeinen von rechtselliptischer bzw. rechtszirkularer Strahlung, wenn die Polarisati-
onsellipse bzw. der Polarisationskreis von der Spitze des E-Vektors im Uhrzeigersinn
durchlaufen wird, wofern man der Welle ,,nachblickt® (Rechtsschraube beziiglich der
Richtung n). Zirkulare Polarisation liegt vor, wenn y = % oder 37” und Ey; = Ey, gilt.

n
€4

| o

Iy Iy
X=0 O<X<§ =3 2 <X<T
linear rechtselliptisch polarisiert
2FHy
_ 3n _ n 3n
X=m T<X< 5 X‘z 2<x<21r
linear linkselliptisch polarisiert

Abbildung 1.28: Polarisationszustand einer monochromatischen ebenen Welle

Betrachten wir speziell den Fall der linearen Polarisation: Fir y = 0 bzw. z folgt aus
den Gleichungen (1.293), (1.294) mit § = §;

E(r,t) = Eyecos|k(w)-r—wt + 6], (1.298)

B(r,t) = nxE(r,t), (1.299)

E T E .. 0
Ey=+/E4+E%, €=-08"20% g ={ . (1.300)

\ Eg + Eg, d
Der Polarisationsvektor € L n gibt die Polarisationsrichtung der linear polarisierten ebenen
Welle an, und die von n und € aufgespannte Ebene heifst Polarisationsebene der Welle

(,Schwingungsebene® von E). Die Feldstidrken E und B besitzen jeweils gleiche Amplitude
und Phase (s. Abb. 1.29).
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Abbildung 1.29: Linear polarisierte monochromatische ebene Welle

Intensitit einer monochromatischen ebenen Welle

Die Intensitdt einer monochromatischen Welle wird als Betrag des Zeitmittels des Poyn-
. .. . . 27 .
tingvektors liber eine Periode T = = definiert:

27

w

I(r)=|S(r,t)|, S@rt) = —fdtS(r t). (1.301)

0

Wie man leicht zeigen kann (siehe die Aufgabe E10), folgt daraus mit der Formel (1.71)
fir den Poyntingvektor fiir die ebene monochromatische Welle Gl. (1.293), (1.294) die
ortsunabhéngige Intensitat

C 5, A C
I= EEz(r, t) = E(E§1+E§2). (1.302)

Durch Uberlagerung monochromatischer fortschreitender ebener Wellen'?3 gleicher
Ausbreitungsrichtung n, deren Kreisfrequenzen ganzzahlige Vielfache einer Grundjfre-
quenz w sind, erhilt man die allgemeinste periodische fortschreitende ebene Welle mit
Ausbreitungsrichtung n:

Er,t) = ) eaZE(l) cos| —(n r—ct)+89], (1.303)

a=1,2

B(r,t) = nxE(r,t). (1.304)

Zeitliche Periode und Wellenldnge sind wieder durch die Beziehungen

=% =2 _.T (1.305)
()] w

103Dabei konnen die Teilwellen natiirlich verschiedene Amplituden und Phasen besitzen.
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gegeben. Gilt fir mindestens zwei [-Werte (E(()ll),E(()lz)) # (0,0), so handelt es sich um eine

nichtmonochromatische periodische ebene Welle.

Uberlagert man monochromatische fortschreitende ebene Wellen gleicher Ausbrei-
tungsrichtung n, deren Kreisfrequenzen nicht ganzzahlige Vielfache einer Grundfre-
quenz sind, so erhilt man aperiodische Wellen. In den Anwendungen hat man es dabei
im Allgemeinen mit Uberlagerungen zu tun, bei denen die enthaltenen Frequenzen aus
einem Kontinuum stammen. Lassen wir aber Amplitudenfunktionen mit 6-férmigen
Singularitdten zu, so kdnnen wir auch Félle einbeziehen, in denen diskrete Frequenzen
vorkommen. Die allgemeinste aperiodische fortschreitende ebene Welle mit Ausbrei-
tungsrichtung n lautet dann:

E(r,t) = Z eafdw Epa(w) cos| % (n-r—ct) + 64(w)]
a=1,2

0
’ . (1.3006)

= eafdw EOa(CO) COS[k(CO)' r—owt+ 5oc(w)] s
a=1,2 o

B(r,t) = nxE(r,t). (1.307)

Da eine periodische Welle keine Information aufser ihrer Periode vermitteln kann,
benoétigt man zur Informationsiibermittlung aperiodische Wellen. Ebene aperiodische
Wellen sind aber noch insofern unrealistisch, als ihnen eine unendliche Gesamtenergie
zukommt.'%* Sie kommen daher nur als Niaherungen fiir die Beschreibung von raumzeit-
lichen Ausschnitten aus realistischen Signalen in Frage. Zur exakten Beschreibung von
realistischen Ausbreitungsvorgingen muss man geeignete Uberlagerungen von ebenen
Wellen verschiedener Ausbreitungsrichtungen n = k/k bilden. Derartige Uberlagerungen

E@r,t) = > | d*kEo(k) cos[k-r — k)t + 8,(k)], (1.308)
a=1,2 R

B(r,t) = > f d3k (% x EOa(k)) cos[k-r —w(k)t + 8,(k)]  (1.309)
a=1,2 R

(k, Ey;(k), Ey,(k) orthogonales Rechtssystem) nennt man Wellenpakete. Die Partialwel-
len haben zwar alle eine Geschwindigkeit vom Betrag c, ,Jaufen® aber in verschiedene
Richtungen n = k/k. Wellenpakete dndern deshalb ihre Gestalt im Laufe der Zeit, sie

104Dga die Feldstirken in den zur Ausbreitungsrichtung senkrechten Ebenen nicht gegen null streben, kann
das tiber den ganzen Raum erstreckte Integral iiber die Energiedichte nicht existieren.
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yzerfliefsen®. Im engeren Sinne spricht man von einem Wellenpaket, wenn die Amplitu-
denfunktionen Ey;(k), Ey,(k) nur fiir k-Vektoren ,,um ein ky herum* wesentlich von null
verschieden sind. Das Wellenpaket pflanzt sich dann ,,als Ganzes® mit der Geschwindig-
keit cngy = cky/k, fort und stellt ein langsam zerfliefendes Signal dar.

Da die fortschreitenden ebenen Wellen aller Ausbreitungsrichtungen und aller Fre-
guenzen —wie man beweisen kann — ein vollstindiges Entwicklungssystem fiir Lésungen
der homogenen Maxwellgleichungen (1.264) bis (1.267) bilden, 1dsst sich die Loésung
der 2. Grundaufgabe in der Form (1.308), (1.309) schreiben, wobei die Amplitudenfunk-
tionen E,,(k) und die Phasenfunktionen §,(k) aus den Anfangsbedingungen (1.268)
berechnet werden kénnen.

Fiihrt man fiir jedes k zwei zueinander und zu k senkrechte Einheitsvektoren e, (k)
ein, sodass €;(k), €,(k), k/k ein orthonormiertes Rechtssystem bilden, so gilt:

Eo(k) =

e, (k), (1.310)

(2 R €., (k) f d3r [E (r) — xB (r)] e—ikr

5.(k) = arg{ea(m - f d*r[Eyr) - § xBa<r>]e-“<-'}. (1.311)
R3

Wie wir gesehen haben, breiten sich in einem Inertialsystem im Vakuum beliebige
elektromagnetische Wellen mit der Geschwindigkeit c aus. Dies bietet die Moglichkeit fir
eine ,bequemere“ Uhrensynchronisation, als es der ,unendlich langsame* Uhrentrans-
port darstellt: Im Bezugsraum wird von einem im Koordinatenursprung befindlichen
Beobachter zu dem Zeitpunkt, zu dem seine Uhr die Zeit 0 anzeigt, eine Kugelwelle ausge-
sendet, und der an der Ortsmarke x, y, z befindliche Hilfsbeobachter stellt bei Eintreffen
dieses Lichtsignals die an seiner Ortsmarke befindliche Uhr auftragsgemaéfs auf die Zeit

t=+/x2+ y2 + z2/c.

1.17.2 Komplexe Schreibweise

Lineare Operationen wie Addition, Subtraktion, Differentiation und Integration von kom-
plexwertigen Feldfunktionen vermengen niemals Real- und Imaginérteile, da fir kom-
plexe Zahlen Re(z; + z,) = Re z; + Re z, gilt. Solange man es daher in der Maxwelltheorie
mit den Feldgleichungen selbst sowie mit in den Feldstidrken linearen Ausdriicken zu
tun hat, kann man als mathematischen , Trick® zur Vereinfachung der Rechnungen kom-
plexe Feldgrofsen einfithren. Ein Beispiel: Will man verifizieren, dass die allgemeine
monochromatische Welle Gl. (1.293), (1.294) die Feldgleichungen (1.264) bis (1.267)
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erfiillt, so zeigt man, dass

E(r,t):== ) Eoy€qellk@)r-ei+dal (1.312)
a=1,2

B.(r,t):==nxE.r,t), k(w)=k(w)n, (1.313)

k(w) = % , €1,€,,n orthonormiertes Dreibein (1.314)

die Feldgleichungen (1.264) bis (1.267) erfillt. Da der Nablaoperator und der Operator
der Zeitableitung hinsichtlich der Wirkung auf E., B; Gl. (1.312), (1.313) durch

V- ik, % — —iw (1.315)

ersetzt werden konnen, ist die Rechnung mit E., B. wesentlich einfacher. Das Ergebnis
der Rechnung ist dann, dass Real- und Imaginérteil fiir sich die Feldgleichungen (1.264)
bis (1.267) erfiillen, dass also insbesondere die physikalischen Felder

E(r,t) = ReE.(r,1), (1.316)
B(r,t) = ReB.(r,1) (1.317)

die Feldgleichungen erfiillen.

Es ist dann zweckméfsig mit E., B, weiterzurechnen, solange ausschliefslich lineare
Operationen auf die Feldgréfsen angewendet werden (z. B. Aufbau von allgemeinen ebe-
nen Wellen und von Wellenpaketen durch lineare Uberlagerung monochromatischer
ebener Wellen). Die Funktionalgleichung e?1*t22 = %1 ¢?2 der Exponentialfunktion ge-
stattet es namlich, E., B. einfacher anzuschreiben. So hat man beispielsweise fiir den
Ausdruck (1.312)

E (r,t) = aeilk@r-awt] (1.318)
mit dem komplexen Amplitudenvektor

a= ) eEyed (1.319)
a=1,2

und fiir das zu E Gl. (1.306) gehorige E,.

+0o0
E.(r,t) = fdco a(w) ellk(@)r-wt] (1.320)
mit 0
a(w) = ). € Epq(w)e®@) (1.321)
a=1,2
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Erst wenn nichtlineare Ausdriicke vorkommen, muss man vor dem Einsetzen zu den
Realteilen tibergehen, da Re(z;z,) # Re z; Re z, ist. So gilt fiir die Energiestromdichte

S = %(ExB)z %(ReECxReBC);e %Re(ECxBC). (1.322)

Bei der Untersuchung der Wellenausbreitung im Vakuum konnten wir ganz gut oh-
ne die komplexe Schreibweise ,leben®. Bei der Behandlung der Wellenausbreitung in
linearen Medien mit Dispersion und Absorption sowie bei der Behandlung von Reflexion
und Brechung erweist sich aber die komplexe Schreibweise als unentbehrlich, da die
Rechnungen sonst zu kompliziert werden und die Interpretation der Ergebnisse — falls
man Gberhaupt zu Ergebnissen gelangt — viel schwieriger ist.

Siehe die Aufgabe E11.

1.18 Riickwirkung der Strahlung auf die
Bewegung der Quellen

Wir haben uns mit der Frage der Selbstkraft einer beschleunigt bewegten Ladung bereits
im ersten Punkt von Abschnitt 1.7 sowie in Abschnitt 1.9 befasst. Hier werden zunéchst
das abrahamsche Selbstkraftpostulat und die daraus folgende Formel fiir die Selbstkraft
angegeben, und es werden die resultierenden Probleme fiir die endgiiltige Formulierung
der ,wahren“ Grundgesetze der Maxwell-Lorentz-Theorie und die Uberwindung dieser
Probleme skizziert. Am Ende des Abschnittes erdrtern wir, welche Uberlegungen das
abrahamsche Selbstkraftpostulat nahe legten.

Postulat: Selbstkraft: abrahamsche Strahlungsriickwirkungskraft

Die Selbstkraft auf eine Ladung q, ist zum Zeitpunkt ¢ durch

KS*V(t) = qo[Eq_(ra(0), 1) + ”“T(t) x By, _(ry(1),1)] (1.323)

gegeben. Dabei sind E, _, B, _ durch
1
E, _(rt) := 5 [Eq,ret(r,t) — Eq ay(r,1)], (1.324)

Ba,—(r9 t) = % [Ba,ret(r9 t) - Ba,av(r’ t)] (1.325)

definiert.

Das retardierte Feld einer Punktladung (Liénard-Wiechert-Feld) wurde in Abschnitt
1.15.2 berechnet, das entsprechende avancierte Feld kann auf analoge Weise erhalten
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werden. Da wir die Berechnung der Formel fir K(rad)(t) aus den Beziehungen (1.323)
bis (1.325) wegen ihrer Kompliziertheit und Langwierigkeit ohnehin nicht durchfiihren
konnen'®, schreiben wir das avancierte Feld einer Punktladung hier gar nicht an.

Der fur die Selbstkraft angesetzte Ausdruck sieht formal wie ein Lorentzkraftterm
aus, fur das Eigenfeld wird aber nicht das retardierte Feld der Ladung g, genommen —
diese Wahl hat im ,,vorlaufigen“ Kraftgesetz zum Problem der unendlichen Selbstkraft
gefiihrt —, sondern eine spezielle Losung der homogenen Feldgleichungen, die wie man
zeigen kann fiir r = r,(¢t) endlich ist, sodass das obige Postulat jedenfalls auf eine endliche
Selbstkraft fuhrt. Wie bereits auf Seite 18 besprochen wurde, ist in der klassischen mikro-
skopischen Elektrodynamik das Selbstkraftproblem auf eine Weise zu 16sen, die keinerlei
Bezugnahme auf (bzw. Annahmen tiber) innere Struktur, innere Ladungsverteilung und
Grofse der Ladung enthélt. Nur Losungen der homogenen Feldgleichungen werden die-
ser qualitativen Forderung gerecht. Welche Losung der homogenen Feldgleichungen zu
wahlen ist, 1asst sich daraus natiirlich nicht ersehen.

Setzt man die Feldstarken von Gl. (1.324), (1.325) in Gl. (1.323) ein, so kann man
K(rad)(t) vollstandig durch Teilchenvariablen ausdriicken. Die entsprechende Rechnung
ist allerdings kompliziert und erfordert die Beniitzung des Vierertensorformalismus.
Das Ergebnis fiir die Viererkraft lautet:

BaB
(grad)/l i‘gg (dﬁa _ Hala Vclzl) ) (1.326)

dr, c?
Bericksichtigt man die Beziehung
(rad) (rad) v d
(Fa ™) = y(ve) (— — K" )) (1.327)

und die Ausdriicke fir Vierergeschwindigkeit und Viererbeschleunigung, so erhalt man
daraus fiir die abrahamsche Strahlungsrickwirkungskraft der Ladung q, (Argument ¢
weggelassen).

Abrahamsche Strahlungsriickwirkungskraft

(rad) ZCIa[ 6( a)( a’ )

a

v.'b
Uy + 2]/4(Ua) ) va 74(Ua) acz : Uq
(1.328)

+374(va) “cz % by + y2<va>ba] .

Die Bewegungsgleichungen (1.44) mit (1.41) bis (1.43) und (1.328) heifden Lorentz-
Abraham-Dirac-Gleichungen.'°® Da die Abrahamkraft nicht nur von v,(t) und b,(t), sondern

105Man findet die Rechnung in Abschnitt 6-5 von Rohrlich, F.: Classical Charged Particles. World Scientific,
Singapore 2007.
106Dirac leitete diese Gleichungen 1938 als erster in offensichtlich lorentzkovarianter Form ab.
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auch von Ba(t) abhéingt, ergeben sich die bereits auf Seite 26 besprochenen Schwierig-
keiten.

Aus der Lorentz-Abraham-Dirac-Gleichung fiir das Teilchen a kann man ablesen, dass
die Berticksichtigung von K, (rad)(t) in der Bewegungsgleichung, d. h. bei der Berechnung
von r,(t), tatsédchlich — wie bereits in Abschnitt 1.14 festgehalten wurde — nur dann
notig ist, wenn das geladene Teilchen eine Geschwindigkeit mit einem Betrag nahe an ¢
erreicht und seinen Bewegungszustand in Zeitintervallen der Gréfsenordnung

_ 2q;
Aty = TR (1.329)

d. h. auf Strecken der Grofsenordnung ¢ At, merklich dndert.
Fir die folgenden Betrachtungen lasse ich den Teilchenindex weg. Die Formel fir die
Abrahamkraft lautet dann

2 . h)2 2 . . .
Krad) = % [57°(0) (”C—f) v +2y4(v) lc)_z v +74) "C—Zb v+ 374(v) ”C—Zb b+72(v)b).
(1.330)
Berechnet man mit diesem Ausdruck die von K(2d in der Zeiteinheit an der Ladung
geleistete Arbeit Gl. (1.259) und vergleicht man mit der Formel fiir die von der La-
dung in der Zeiteinheit abgestrahlte Energie Gl. (1.258), so sieht man, dass tatsidchlich
—dA,q(t)/dt # dU,,q(t)/dt gilt.
Ist die Geschwindigkeit der Ladung betragsmafsig klein gegen c, so vereinfacht sich der
Ausdruck fir K(ad) hetrachtlich und die Verhiltnisse werden wesentlich {ibersichtlicher.
Es ergibt sich dann

Ktad)(p) » v(t) (1.331)
und somit
dAgf(t) —K@d (1) p(r) & =L v(t) v, (1.332)
wahrend nach der larmorschen Formel (1.263)
dUrad(t) 2
' —dr (1) (1.333)
gilt.

Verlauft die Bewegung der Ladung tber ein endliches Zeitintervall gleichmiifsig be-
schleunigt (0 # 0, U = 0), so ist wihrend dieses Zeitintervalls K2 = 0, obwohl die
Ladung dauernd Energie abstrahlt. (Allerdings besteht — wie schon auf Seite 85 erwihnt
— die Gleichheit von —dA,4(t)/dt und dU,,4(t)/dt im Zeitmittel Giber ein hinreichend
langes Intervall. In Aufgabe E12 ist dies fiir den Fall einer periodischen Bewegung zu
beweisen.)

Gilt in einem bestimmten Augenblick v = 0, v # 0, so wird in diesem Augenblick
nichts abgestrahlt, es gilt aber fiir diesen Augenblick K(r2d £ 0

Wie bereits auf Seite 85 erwahnt, verschwinden alle diese Ungereimtheiten, wenn man
die Interpretation der Abrahamkraft als Strahlungsriickwirkungskraft fallen lasst. Die
korrekte Beschreibung der Strahlungsriickwirkung findet man im Buch von Rohrlich.1%”

1073, Abschnitt 6-7 und Supplement, Teil B, von Rohrlich, F.: Classical Charged Particles.
World Scientific, Singapore 2007.
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Um die unphysikalischen Lésungen der Lorentz-Abraham-Dirac-Gleichungen aus-
zuschliefsen — es handelt sich dabei um Losungen, bei denen es ohne aufsere Kraft zu
einem Anwachsen der Geschwindigkeit kommt, weshalb man von ,,runaway“-Losungen
spricht — und eine korrekte Formulierung der Anfangsbedingungen zu erméglichen,
ging Rohrlich 1961 unter Hinzunahme der asymptotischen Bedingungen

lim g5 =0 (1.334)
rg—>+o0
zu bis auf das Fehlen der unphysikalischen Losungen dquivalenten Integrodifferenti-
algleichungen tiber, welche er als die wahren Bewegungsgleichungen bezeichnete.'8 Die
Bedingungen (1.334) bedeuten, dass die Bewegung von Ladungen, welche ins rdumlich
Unendliche gelangen, kraftefrei, also unbeschleunigt sein muss.

Ein Rest von ,unphysikalischem Verhalten“ blieb aber: Die rohrlichschen Bewegungs-
gleichungen liefern fiir den Fall, dass eine dufsere Kraft plotzlich eingeschaltet wird,
eine ,,Vorausbeschleunigung” (Prdacceleration) der Ladung. Dieser akausale Effekt ist
allerdings auf ein makroskopisch sehr kleines Zeitintervall der Gréfsenordnung Az,
beschrankt. (Fir das Elektron gilt Az, ~ 6-1072*s.) Dieses Zeitintervall ist so kurz, dass
man es weder mit makroskopischen Hilfsmitteln messen, noch eine dufsere Kraft mit
derartiger zeitlicher Prazision einschalten kann. Rohrlich sprach deshalb von einem
Mangel an mikroskopischer Kausalitdt, aber der fur eine klassische Theorie erforderlichen
Eigenschaft der makroskopischen Kausalitdit.

Es dauerte weitere 39 Jahre, bis die echten ,wahren“ Bewegungsgleichungen gefunden
wurden, gewohnliche Differentialgleichungen 2. Ordnung, die keinerlei unphysikalische Ziige
wie ,runaway“-Lésungen, Pra- oder Postacceleration enthalten.'° Eine fiir ,gew6hnlich
Sterbliche® verstindliche Behandlung dieser neuen Bewegungsgleichungen findet man
in den Abschnitten 9-4, 9-5 und im Supplement (der schon in den bisherigen Fufdnoten
zitierten) 2007-er Auflage des Buches von Rohrlich.

Eine Analyse der Grenzen, welche einer klassischen Bewegungsgleichung durch die
Quantentheorie gesetzt sind, gestattet es, in den Lorentz-Abraham-Dirac-Gleichungen
eine mathematische Ndaherung durchzufiihren, die auf gewohnliche Differentialgleichun-
gen 2. Ordnung fiihrt, welche aber physikalisch gesehen gar keine Naherung darstellt, da
die mathematischen Bedingungen fiir die Gultigkeit der Naherung innerhalb der durch
die Quantentheorie gesetzten Grenzen stets erfiillt sind. Weitere mathematische Korrek-
turterme wiirden bereits in die Doméne der Quantentheorie fihren.10

Die endgiiltigen Grundgleichungen lauten (die Kréfte sind in den Bewegungsgleichungen als
Folge der Herleitung aus den Lorentz-Abraham-Dirac-Gleichungen ,eingebaut®):

1083, Abschnitt 6-6 des Buches von Rohrlich.

109Spohn, H.: Europhysics Letters 50 (2000), 287-292; Spohn, H.: Dynamics of Charged Particles and their
Radiation Field. Cambridge University Press, Cambridge 2004.

110Es ist eine Ironie der Geschichte der Physik, dass die korrekten Bewegungsgleichungen schon ein
halbes Jahrhundert zuvor in Band II (Klassische Feldtheorie) des Lehrbuches der Theoretischen Physik
von Landau und Lifschitz als mathematische Niherungen zu den Lorentz-Abraham-Dirac-Gleichungen
abgeleitet wurden. Es erkannte aber niemand die physikalische Bedeutung dieser Gleichungen.
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Grundgleichungen der Maxwell-Lorentz-Theorie in Viererschreibweise

Feldgleichungen: Maxwellgleichungen

3, Fw = L (1.335)

€9V, F, = 0 (1.336)
mit j GI. (1.103), Gl. (1.5) und GL. (1.6).

Bewegungsgleichungen: Spohngleichungen (Landau-Lifschitz-Gleichungen)
[modifizierte Lorentz-Abraham-Dirac-Gleichungen]

u d %,

maﬁé‘: %5+Afa(ddggl + Vg dZ vg), a=1,2,...,N, (1.337)
mit (1.338)
(58 = y(oa) (R ), (1.339)
Ka(®) = 4a[BOo0,0 + 220 x By (0,0)], (1.340)

wobei die Felder E(a)(r, 1), B(a)(r, t) durch (1.42), (1.43) gegeben sind.

Formal erhilt man die Spohngleichungen aus den Lorentz-Abraham-Dirac-Gleichun-
gen, indem man den in mehrfacher Hinsicht problematischen abrahamschen Kraftterm
Ka (rad# qyrch den problemspezifischen (da von X, abhéngigen) Term mit Az, ersetzt. Da X,
nur von ra und v, abhangt hangt der Term mit Ara nur von r,, v, und v,, im Gegensatz
7u KT DH aber nicht von by, ab.

Fassen wir zusammen, was seit der historisch ersten Formulierung der mikroskopischen
Elektrodynamik durch Lorentz (1902) an den Grundgleichungen geédndert wurde: Zuerst wurden
die newtonschen Bewegungsgleichungen mit der Lorentz-Gesamtkraft (1.39) durch die einstein-
schen Bewegungsgleichungen mit der Lorentz-Gesamtkraft ersetzt (in Viererschreibweise (1.149)
mit (1.148)). Als ndchstes wurde im Gesetz fiir die Gesamtkraft auf die Ladung q, der divergente
Lorentz-Selbstkraftterm (1.40) durch die Abrahamkraft (1.323) ersetzt. Durch Einsetzen dieses
neuen Gesetzes fiir die Gesamtkraft in die einsteinschen Bewegungsgleichungen ergaben sich
die Lorentz-Abraham-Dirac-Gleichungen. Aus diesen wurden schliefslich die Spohngleichungen
erhalten, indem der abrahamsche Kraftterm X, (rad¥ qurch den Term mit Art, ersetzt wurde.

Die Maxwellgleichungen ,iberlebten” alle Stiirme unveradndert, ebenso das Kraftgesetz von
Lorentz fir die Kréifte der Ladungen qp, b # a, auf die Ladung q, sowie fiir die Kréifte der Felder
dufderer Quellen und einlaufender Felder auf die Ladung g, (s. (1.339), (1.340)).

Die endgiltigen Grundgleichungen stehen im Einklang mit der Erfahrung. Fir den
Fall von Streuproblemen (Ladungen fir t — oo weit voneinander entfernt und keinen
aufseren Kriften ausgesetzt, daher ,kriftefrei“ und nicht strahlend) lasst sich die Exis-
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tenz von Losungen beweisen. Es gibt aber bis heute keinen Eindeutigkeitsbeweis, keine
analytischen Losungen fur N > 1 und keinen Konvergenzbeweis fiir die bentitzten sto-
rungstheoretischen Methoden.''!

Zum Abschluss der mikroskopischen Elektrodynamik skizziere ich noch den von Abraham,
Lorentz und Poincaré beschrittenen historischen Weg, wobei es mir lediglich darauf ankommt auf-
zuzeigen, welche Uberlegungen die Heranziehung der Felder E,_,B,_vonGl (1.324),(1.325) zur
Berechnung der Abrahamkraft plausibel machten. Details der Ableitung sowie eine ausfiihrliche
Diskussion der hier nicht behandelten Aspekte des historischen Modells einer ,,physikalischen
Punktladung® findet man im Buch von Jackson.

Die grundlegende Modellannahme ist, dass die ,physikalische Punktladung® eine starre ku-
gelsymmetrische Ladungsverteilung mit Radius r besitzt (s. Abb. 1.30):

p(r,t") = po(lr' —r(t))), (1.341)
po(|x]) =0 fur |x| >ry, (1.342)
fd3r’p(r', t') = fd3x,oo(|x|) =q. (1.343)
R3 R3

Fiir die zugehorige Stromdichte gilt dann

J@r )=o) p(rit') = v(t') po(Ir' — r(t))). (1.344)

Abbildung 1.30: Abraham-Lorentz-Modell
der ,physikalischen Punktladung®

:-

Der Radius ry soll sehr klein sein, wobei der Grenziibergang ry, — 0 ins Auge gefasst wird. Die

M Beziiglich néherer Details zu diesen Grundlagenproblemen siehe Jackson, J. D.: Klassische Elektro-
dynamik. Walter de Gruyter, Berlin 2006; Rohrlich, F.: Classical Charged Particles. World Scientific,
Singapore 2007. Beachte, dass man bei einem Streuproblem nur die Teilchenorte und Teilchenimpulse fiir
t = —oo vorgeben muss: das zeitlich asymptotische elektromagnetische Feld ist dann als zugehoriges
retardiertes Feld, also als Uberlagerung konvektiver Coulombfelder, bestimmt.
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Selbstkraft der Ladung soll geméfs

KO)(t) = ] d3r[p(r, HE®(r,t) + @ x BE(r, t)] (1.345)

R3

aus dem retardierten Eigenfeld der Quellverteilung (1.341), (1.344) berechnet werden. Bei der
Berechnung der Feldstiarken E(®), B sind also die Potentiale

, |r —r'|
elr,t———
o®(r,t) = fd3r’ ( |r—r’|c ) (1.346)
R3
. |r —7r'|
jlrit—+—
AB(r ) = /d3r' ( c|r_r,T ) (1.347)
R3

zu verwenden.

Die Selbstkraft der , physikalischen Punktladung“ bezeichnen wir mit K&, weil wir ja nicht
erwarten konnen, als Ergebnis der Rechnung K@ zy erhalten. Erstens enthélt die abrahamsche
Strahlungsriickwirkungskraft keinen Ladungsradius, und zweitens miissen wir im Grenzfall
ro — 0 ein Divergieren der aus diesem Modell berechneten Selbstkraft erwarten, da fir die
»,mathematische Punktladung® ein Lorentzkraftterm mit retardiertem Eigenfeld eine unendliche
Selbstkraft ergeben hat.

Das Modell ist mit dem einsteinschen Relativitdtsprinzip nicht vereinbar''? und kann daher
auch nicht auf ein brauchbares Naturgesetz fithren. Es kann jedoch die Problematik beleuch-
ten und eventuell einen Ndherungsausdruck fiir die Strahlungsriickwirkungskraft fiir kleine
Geschwindigkeiten der Ladung liefern.

Bevor wir auf die Berechnung von K eingehen, eine Bemerkung zur duieren Kraft auf die
Ladung. Fiir die dufsere Kraft auf die ,physikalische Punktladung” gilt

K(ex8)(1) = / d3r[p(r, ) EC%)(r, 1) + @ x BeX8)(r, t)]. (1.348)

R3

Falls sich die Feldstidrken des Feldes der dufseren Quellen und eines allfilligen einlaufenden
Feldes tiber die Ausdehnung der Ladung nur wenig &ndern, kann man diesen Ausdruck durch
die ibliche Lorentzkraft von Gl. (1.152) ersetzen. Im Grenzfall ry — 0 geht der Ausdruck (1.348)
exakt in den Ausdruck (1.152) tiber. Die dufsere Kraft macht also keinerlei Probleme.

Die Berechnung von K®)(¢) ist kompliziert und langwierig, wir geben nur den Weg und das
Ergebnis an. Da das Modell ohnehin nur fiir kleine Geschwindigkeiten der Ladung brauchbare
Ergebnisse liefern kann, setzt man zur Vereinfachung der Rechnung

v(t) =0 (¢ fest), (1.349)

d.h. man nimmt an, dass sich die Ladung im zugrunde gelegten Inertialsystem zu jenem Zeit-
punkt, fiir den man die Selbstkraft berechnen will, momentan gerade in Ruhe befindet. Fir die

112Das Modell wurde 1903 - also vor der Entdeckung der Relativitdtstheorie — von Abraham eingefiihrt
und von Lorentz 1904 weiter untersucht.
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Selbstkraft zu diesem festen Zeitpunkt ¢ folgt dann

KO = fd3rp(r, HE®(r, 1)
& (1.350)

(E)
—fd3rp(r, t)[grad B (r, ) + %c?Aa—t(r,t)
R3

Fiir jene Punkte r, fiir die es von null verschiedene Beitrige zu diesem Integral gibt, unterscheiden
sich die Zeiten t — |[r — r'|/c von t um ein Retardierungsintervall der Gréfenordnung ry/c. Man
kann deshalb in den Beziehungen (1.346), (1.347) im Integranden eine Taylorentwicklung in der
Zeitvariablen an der Stelle t durchfiihren:

o Ir=rly o D" | 9" t)
-ty - S pp[Z620) s
n=0 t'=t
(o r=r| 5 D" T AN 1G]
j(re-=1) = ZO mraliata Bl B (1.352)
n= =

Fiir die Selbstkraft K(8)(t) erhilt man damit eine Entwicklung nach Potenzen von ry:

o0
K@ = Y EP® mit KD @0) ~ o™y, (1.353)

n=0

Wie erwartet divergiert der Ausdruck fiir K®)(¢) fiir r, — 0 wie 1/ry, da der Beitrag K(()S)(t) wie
1/ry divergiert. Man erhélt

S 4 E(lS)
— elm _
wobei ,
ES) =2 / d3x f d3x’ —P°(||’;D_p;’c(,||x D (1.355)
R3 R3

die innere elektromagnetische Wechselwirkungsenergie (elektrostatische Selbstenergie) der
Ladung ist. Wie man zeigen kann, folgt fir ry — 0

2
ES o ocz— > . (1.356)

elm 0
Dabei ist a ein Zahlenfaktor der Gréfsenordnung 1, dessen Wert von der Radialabhéngigkeit
der Ladungsdichte abhingt (Beispiele: homogen geladenes Volumen: o = % homogen geladene
Oberflache: a = %).
Schauen wir uns die weiteren Terme der Entwicklung fiir K¢)(¢) an. Von besonderer Bedeu-
tung ist, dass sich fir den von ry unabhingigen Beitrag Kfs)(t) die abrahamsche Strahlungsriick-
wirkungskraft ergibt:

2
S = %iﬁ () = Krad)(p), (1.357)
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Dieser Beitrag ist unabhingig von der Struktur der Ladung, lediglich die Gesamtladung q geht

. . A . .. .. (n+1) . .
ein. Die Beitrige K,(ls)(t), n > 2, sind komplizierte Ausdriicke, welche 51(t) und nichtlineare

Ausdriicke in v(t), v (), ... ,(8)(t) enthalten. Dabei gilt
limOK,(,S)(t) =0 fir n>2. (1.358)
rFo—

Alle Formeln wurden unter der Voraussetzung v(t) = 0 abgeleitet. Nimmt man an, dass die
erhaltenen Ausdriicke auch fiir v(t) # 0 brauchbare Niaherungsausdriicke darstellen, woferne
nur wihrend der Beobachtungsdauer fiir alle Zeiten |v(t)| < c gilt, so erhalt man als ,,Bewegungs-

1 : h “
gleichung S

[ee]
mov(t) = KE%8(¢) — %‘E% o(6) + KD + 3 KD(0), (1.359)
n=2
wobei die Masse mit mg bezeichnet wurde, da sie noch ,renormiert” werden muss, also noch
nicht die eigentliche Teilchenmasse m darstellt.

Die Gleichung (1.359) ist nicht nur mathematisch unbrauchbar, da sie Ableitungen bis zu
unendlicher Ordnung enthélt, sie steht auch mit dem Experiment im Widerspruch, da man keine
von einem Ladungsradius r, abhéngigen Selbstkréifte beobachtet. Lisst man aber ry gegen null
streben, hat man wieder das Problem der unendlichen Selbstkraft.

Historisch hat man diese unendliche Selbstkraft durch ,,Renormierung” der Teilchenmasse
yunter den Teppich gekehrt“. Ordnet man der Selbstenergie des geladenen Teilchens durch

£

Melm =~ (1.360)

eine ,elektromagnetische Masse“ zu'13, so kann man Gl. (1.359) fir endliches r, in der Form

(mo +[ 5] Meim) ©(2) = KE8)(1) + KTa(r) + i 40 (1.361)

n=2

schreiben. Der Faktor g wurde dabei eingeklammert, da er — wie man zeigen kann — von der
Inkonsistenz des Abraham-Lorentz-Modells der , physikalischen Punktladung” mit dem Rela-
tivitatsprinzip herriihrt, also nur durch einen , Fehler” entstanden ist. Man interpretiert dann
mg als eine negative ,innere” Masse, die das ausgedehnte Teilchen aufgrund der Selbstenergie
besitzt, welche zu den ad hoc eingefiihrten ,,Poincarékraften” gehort, die die Ladungsverteilung
gegen die Coulombabstofsung der Ladungselemente zusammenhalten. Nimmt man an, dass
beim Grenzibergang ry — 0, bei dem die elektromagnetische Masse mg, gegen +oo strebt, die
sinnere“ Masse mg so gegen —oo strebt, dass mg+ [g]melm im Grenzfall die endliche experimentell
beobachtete Masse m ergibt (,Massenrenormierung®), so erhilt man fiir ry — 0 die Gleichung

mo(t) = KE8)(r) + Krad)(p). (1.362)

Dies ist die nichtrelativistische Ndherung fir die Lorentz-Abraham-Dirac-Gleichung.

113Beachte: Diese Zuordnung erfolgte historisch im Rahmen nichtrelativistischer Rechnungen vor Entde-
ckung der Relativititstheorie.
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Heute wissen wir, dass weder ein im Sinne der Quantentheorie strukturloses Teilchen wie
das Elektron noch ein im Sinne der Quantentheorie strukturbehaftetes Teilchen wie das Proton
adédquat als klassisches Teilchen mit bestimmter Ausdehnung, Struktur und Ladungsverteilung
beschrieben werden kann, und man deshalb im Rahmen der klassischen mikroskopischen Elek-
trodynamik eine Formulierung finden muss, welche keinerlei Annahmen iiber innere Struktur,
innere Ladungsverteilung und Gréfse enthélt. Wie diese Formulierung aussehen muss, erkennt
man, wenn man in die Ausgangsgleichung fir K(8)(t) anstelle der retardierten Potentiale die
entsprechenden avancierten Potentiale einsetzt. Statt des Ergebnisses (1.353) erhélt man dann

KO)(t) = i -D"KS), (1.363)

n=0

wobei die Grofsen K,(qs)(t) dieselben sind wie in Gl. (1.353). Mit den Potentialen

1 1
S(eRe - n), 5 (aR0.0-aR @ 0) (1.364)
ergibt sich daher
rlimOK(s)(t) = Krad)(p), (1.365)
0—)

Es gibt dann keinen unendlichen Selbstkraftbeitrag, und in die Theorie geht von vornherein
nur die experimentell beobachtbare Masse m ein. Damit ist das zu Beginn dieses Abschnittes
formulierte Selbstkraftpostulat gerechtfertigt.
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In der makroskopischen Elektrodynamik wird die Materie als Kontinuum behandelt,
weshalb man auch von der Elektrodynamik kontinuierlicher Medien (Substanzen) spricht.
Wir nehmen dabei an, dass die Materie im betrachteten Inertialsystem ruht.!

2.1 Mikroskopische und makroskopische Felder

Wie in der Mechanik gibt es auch in der Elektrodynamik weite und technisch wichtige
Anwendungsgebiete, fiir welche die mikroskopische Beschreibung der Materie wegen
ihrer Kompliziertheit nicht zielfiihrend und fiir die Beschreibung der untersuchten Phé-
nomene auch nicht erforderlich ist. Wer die Belastbarkeit und das Schwingungsverhalten
einer Stahlbriicke untersuchen will, muss sich nicht damit befassen, was die Elektronen
und Kerne der Bricke ,,tun® er kann die Materie im Rahmen der Elastizititstheorie
als Kontinuum behandeln, wobei die speziellen Materialeigenschaften durch eine Ma-
terialkonstante, den Elastizititsmodul, beschrieben werden. Analog wird die Materie
bei der Untersuchung von Gleichstrom- und Wechselstrom-Leitungsnetzen, Elektro-
motoren und Generatoren, optischen Geréten etc. im Rahmen der makroskopischen
Elektrodynamik als Kontinuum behandelt, wobei die speziellen Materialeigenschaften
durch die elektrische und magnetische Suszeptibilitit und die elektrische Leitfahigkeit
beschrieben werden.

Die mikroskopischen Felder zeigen wie die mikroskopischen Quelldichten starke raum-
liche und zeitliche Variationen. Ein makroskopisches Stiick Materie enthélt ungefahr
1023%5 Elektronen und Kerne, die sich aufgrund ihrer elektromagnetischen Wechselwir-
kungen dauernd gegeneinander bewegen. Die raumlichen Schwankungen der Feldstéar-
ken vollziehen sich iiber Strecken von 108 cm oder darunter, wobei sich die Betrige der
Feldstdrken auf diesen kurzen Abstanden um mehr als sechs Gréfdenordnungen dndern.?
Die Perioden der zeitlichen Schwankungen liegen zwischen 10~!7 s (,Bahnbewegungen*
der Elektronen in Atomen und Molekiilen) und 10~13 s (,Schwingungen“ von Kernen in

1Die folgenden Abschnitte 2.1, 2.2 lehnen sich eng an Abschnitt 6.7 des Buches von Jackson an: Jackson,
J.D.: Klassische Elektrodynamik. Walter de Gruyter, Berlin 2006.
2Die inneratomaren elektrischen Felder sind von der Grosenordnung 10! V/m.
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Molekiilen). Makroskopische Messinstrumente mitteln Giber raumliche Bereiche, welche
sehr viele Elektronen und Kerne enthalten. Dabei werden alle iiber makroskopische
Distanzen unkorrelierten mikroskopischen Variationen herausgemittelt, man misst so
genannte makroskopische Felder. — Oft hat man es auch mit Anordnungen zu tun, bei
denen man in der Materie selbst iiberhaupt keine Messung durchfiihrt (also auch keine
makroskopischen Felder misst). Bei der Untersuchung der spektralen Zerlegung des
Lichtes durch ein Glasprisma misst man beispielsweise nur den Ablenkungswinkel des
Lichtes nach dem Austritt aus dem Prisma. Um diesen Ablenkungswinkel theoretisch zu
berechnen, bendtigt man Gleichungen fiir die makroskopischen Felder im Glasprisma
und Stetigkeitsbedingungen fir die Grenzflichen zum Vakuum. Auf die komplizierten
mikroskopischen Vorgiange im Prisma muss man dabei nicht eingehen.

Die makroskopische klassische Elektrodynamik wurde historisch zuerst als rein phd-
nomenologische Theorie eingefiihrt. Erst Lorentz versuchte, aus den mikroskopischen
Feldstiarken, den mikroskopischen Quelldichten und den Gleichungen zwischen diesen
Grofsen durch geeignete Mittelungsprozesse zu makroskopischen Feldstdrken, makro-
skopischen Quelldichten und den aus der phdnomenologischen Theorie bekannten
Gleichungen fir die makroskopischen Feldstarken zu gelangen. Die Struktur der Materie
(Kerne, Atome, Molekiile; Gase, Fliissigkeiten, Festkorper) kann nur quantentheoretisch
verstanden werden. Nimmt man jedoch die Struktur als gegeben an?®, so kann man fiir
den Ubergang von der mikroskopischen zur makroskopischen Betrachtungsweise klassi-
sche (,mechanistische) mikroskopische Modelle beniitzen. Als ,elementare Bestandteile“
der mikroskopischen Struktur werden dabei Elektronen und Kerne angesehen, diese
werden als klassische Punktteilchen beschrieben. In den Endformeln sind dann lediglich
die auftretenden klassischen Mittelwerte formal durch quantenmechanische Mittelwerte
(Erwartungswerte) zu ersetzen, und im Ausdruck fir die Magnetisierung sind die ,,inne-
ren“ magnetischen Momente, welche mit den Spins der Elektronen und den ,,inneren®
Drehimpulsen der Kerne verkniipft sind, hinzuzufiigen.

Wir haben in der mikroskopischen Elektrodynamik die Feldstiarken mit E(r,t), B(r,t)
und die Gesamtquelldichten, welche sich aus den mikroskopischen Systemquelldichten
und den Dichten allfalliger dufserer Quellen zusammensetzen, mit p(r, t), j(r,t) bezeich-
net (s. die Gleichungen (1.5), (1.6) und (1.11) bis (1.14)). Da wir diese Bezeichnungen
in der makroskopischen Elektrodynamik fiir die makroskopischen Feldstirken und
fir die so genannte makroskopische freie Ladungs- und Stromdichte des Mediums zur
Verfiigung haben wollen, bezeichnen wir im Folgenden die mikroskopischen Feldstirken
mit e(r,t), b(r,t) und die ,,zur Materie gehorigen“ mikroskopischen Quelldichten mit
oMat 1) jMaty(p 1) Die mikroskopischen Feldgleichungen lauten dann

dive(r,t) = 4r[pMaO(r, 1) + p(r,1)], (2.1)

3Fir kristallisiertes Kupfer hat man beispielsweise von einem kubisch flichenzentrierten Gitter einfach
positiver Kupferionen (Gitterkonstante a = 3,615 A) und einem ,Gas*“ quasifreier Elektronen (ein
Elektron pro Kupferion) auszugehen.
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2.1 Mikroskopische und makroskopische Felder

divb(r,t) = 0, (2.2)
_ 10b(r,t)
rote(r,t) = T (2.3)
47 ¢ : 1de(r,t)
— 15 (Mat) (ex) -
rotb(r,t) . [Jj (r,0)+ j& 0]+ T (2.4)
Enthélt das Materiestiick N Elektronen und Kerne, so gilt dabei
N
pMa(r, 1) = > qied(r —ri(1)), (2.5)
k=1
N
JMOr ) = 7 qok(®)d(r —ri(D) . (2.6)

k=1

Von den dufseren Quelldichten nehmen wir an, dass sie fest vorgegeben sind, die Konti-

nuitatsgleichung 80 (r, 1)
I r,t
—_ L = 0

ot
erfiillen und keine mikroskopischen ridumlichen Schwankungen aufweisen.

Unser Ziel ist es, die aus der phdnomenologischen Elektrodynamik der Medien be-
kannten, fir ruhende Materie gliltigen makroskopischen Feldgleichungen

divj ¥ (r, 1) + (2.7)

divE(r, ¢) = 47t[p(r, t) — divP(r, £) + pO(r, t)] , (2.8)
divB(r,t) =0, (2.9)
rot E(r, {) = _ %% (2.10)
rot B(r, ) = 47” [0+ oP g: D 4 crot M(r,£) + j ©(r, 0]+ %aEg:; D @11)

samt der physikalischen Interpretation der Felder E, B, P und M und der Quelldichten

p, j aus den mikroskopischen Feldgleichungen (2.1) bis (2.4) durch einen geeigneten
Mittelungsprozess abzuleiten. In diesem Zusammenhang rufen wir die folgenden aus der
phdnomenologischen Elektrodynamik bekannten Bezeichnungen und Interpretationen
in Erinnerung:

E(r,t) (makroskopische) elektrische Feldstiarke
B(r,t) (makroskopische) magnetische Feldstirke?
P(r,t) elektrisches Polarisationsfeld der Materie, Polarisation
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(elektrisches Dipolmoment pro Volumseinheit)

M(r,t) magnetisches Polarisationsfeld der Materie, Magnetisierung
(magnetisches Dipolmoment pro Volumseinheit)

p(r,t) freie elektrische Ladungsdichte der Materie

jr,t) elektrische Leitungsstromdichte der Materie

pp(r,t) = —divP(r,t) Polarisationsladungsdichte der Materie

Jjp(r,t) == 6Pé;;, ) Polarisationsstromdichte der Materie

Jm(r,t) :== crot M(r,t) Magnetisierungsstromdichte der Materie

Zwischen den makroskopischen Quelldichten p, j besteht nattirlich wieder eine Kon-
tinuitatsgleichung, ebenso zwischen pp und jp (ju ist quellenfrei).

Die Feldgleichungen (2.8) bis (2.11) reichen zur Bestimmung der Feldstiarken E, B
nicht aus. Es missen zusitzlich noch Materialgleichungen (Verkniipfungsgleichungen)
bentitzt werden, welche P, M und j als Funktionale der makroskopischen Feldstarken
angeben®:

P[E,B], M[E,B], j[E,B]. (2.12)

Die Materialgleichungen beschreiben in einer pauschalen mittleren Weise die ,,Ant-
wort“ der Materie auf das Anlegen eines dufseren Feldes mit bestimmten qualitativen
Eigenschaften. Sie konnen je nach der Art der betrachteten Materie und je nachdem,
ob die von aufsen angelegten Felder schwach oder stark, zeitlich konstant bzw. zeitlich
langsam verdnderlich oder zeitlich rasch veranderlich sind, sehr verschieden aussehen
und sind unvermeidlich Beziehungen, welche durch Ndherungen gewonnen werden.
Die Ableitung von Materialgleichungen setzt die Zugrundelegung eines klassischen oder
guantenmechanischen Modells fiir die mikroskopische Struktur der Materie voraus,
mit dessen Hilfe ndherungsweise Beziehungen zwischen mittleren Polarisationsfel-
dern und den makroskopischen Mittelwerten der elektromagnetischen Feldstirken
bestimmt werden. Die Feldgleichungen (2.8) bis (2.11) hingegen sind fast universell
(d. h. fir beliebige ruhende Materie) giiltig. (Die kleine Einschrankung durch das Wort
Jast bezieht sich dabei darauf, dass vereinzelt in der Feldgleichung (2.8) noch eine ma-
kroskopische elektrische Quadrupoldichte der Materie beriicksichtigt werden muss.)
Die makroskopische Elektrodynamik besitzt nicht den Charakter einer einheitlichen
physikalischen Theorie, sie stellt eine Sammlung von jeweils ndherungsweise glltigen
Teiltheorien fiir die Beschreibung von relativ engen Gruppen von Phdnomenen dar (z. B.
Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen nicht zu hoher Frequenz und nicht zu

4Wird in dlteren, aus Tradition aber auch in einigen neuen Biichern als magnetische Induktion bezeichnet.
Diese irrefiihrende Bezeichnung sollte man ,, aussterben” lassen.
5Beziglich p siehe Seite 130.
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2.1 Mikroskopische und makroskopische Felder

grofser Intensitét). Fur jede dieser Teiltheorien gilt dann das in Abb. 2.1 dargestellte
logische Schema der makroskopischen Elektrodynamik.

(Vergleiche diese Abbildung mit Abb. 1.7 von Seite 28.)

Die einfachste Form der Materialgleichungen lautet P = y.E, M = y,B, j = 0E;
siehe dazu Abschnitt 2.3.

duBere
Quellen

Feldgleichungen

Quellen
der
Materie

Materialgleichungen

Abbildung 2.1: Logisches Schema der makroskopischen Elektrodynamik

In der Elektrodynamik der Medien ist es iblich neben den makroskopischen elek-
tromagnetischen Feldstdrken E(r,t), B(r, t) zwei Hilfsfelder D(r,t), H(r, t) einzufihren, mit
deren Hilfe es moglich ist, die Feldgleichungen ,einfacher” und ,,symmetrischer® zu
schreiben:

D(r,t) := E(r,t) + 47P(r,t), (2.13)
H(r,t) := B(r,t) — 4rM(r,t). (2.14)

Die verbalen Bezeichnungen fiir diese Hilfsfelder sind in der Literatur nicht einheitlich®,
weshalb wir einfach vom (Hilfs-)Feld D und vom (Hilfs-)Feld H sprechen.

Die Feldgleichungen (2.8) bis (2.11) lauten dann

6D wird als dielektrische Verschiebung oder elekirische Verschiebung oder elektrische Induktion bezeichnet, H
wird magnetische Feldstdrke oder magnetische Induktion oder magnetische Verschiebung genannt. ,,Ausster-
ben”lassen sollte man jedenfalls die Bezeichnung magnetische Feldstdirke fur H. (Siehe dazu Seite 119.)
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divD(r,t) = 4z [p(r,t) + EX)(r, 1], (2.15)
divB(r,t) =0, (2.16)
rot E(r, t) = _ %% 2.17)
rot H(r, 1) = = [ (r, ) +  ©O(r, )] + %apg, D (2.18)
und die Materialgleichungen sind in der folgenden Form anzuschreiben:
D[E,B], H[E,B]|, j|E,B]. (2.19)

Wir befassen uns vorerst nur mit den Feldgleichungen. Auf den ersten Blick konnte
man meinen, es wire fiir den Ubergang zum Kontinuumsmodell sowohl eine rdumliche
als auch eine zeitliche Mittelung auszufithren, um die mikroskopischen Schwankungen,
welche von der atomistischen Struktur herrithren, auszuglétten. Dies trifft jedoch nicht
zu. Es ist allein eine rdumliche Mittelung vorzunehmen.

Um den Bereich abzugrenzen, in dem man eine brauchbare Beschreibung durch die
makroskopische Elektrodynamik erwarten kann, bemerken wir, dass sich Reflexion und
Brechung von sichtbarem Licht (Wellenlangen zwischen 4-10~> ¢cm und 8-107> cm) im
Rahmen der makroskopischen Elektrodynamik in allen Einzelheiten befriedigend behan-
deln lassen, wiahrend bei Rontgenstrahlen (Wellenldngen aus dem Bereich von 10712 cm
bis 10~7 cm) die atomistische Struktur der Materie beriicksichtigt werden muss (Beugung
an Kristallgittern etc.). Es ist daher angemessen als untere Schranke fiir makroskopische
Distanzen im Kontinuumsmodell die Liange

Lo =10"%cm =100 A (2.20)

anzunehmen. Ein Materievolumen der Grofie L = 107!8 cm3 enthilt rund 10° Kerne
und Elektronen. Bei raumlicher Mittelung iiber Bereiche dieser Grofsenordnung fallen
alle mikroskopischen rdumlichen Schwankungen der Felder weg, es bleiben nur die
geglitteten rdumlichen Variationen iber makroskopische Distanzen tbrig. Diese rium-
liche Mittelung eliminiert aber zugleich auch die von der atomistischen Struktur der
Materie herriihrenden mikroskopischen zeitlichen Schwankungen der Felder, da die
zeitlichen Anderungen der mikroskopischen Felder bei einem sich selbst {iberlassenen
Stiick Materie nicht iiber makroskopische Abstidnde korreliert sind. Nur bei besonderer
Priaparation des Mediums, bei welcher eine tiber makroskopische Distanzen korrelierte
mikroskopische Bewegung aufgezwungen wird — beispielsweise durch eine von dufde-
ren Quellen abgestrahlte, auf das Materiestiick einfallende elektromagnetische Welle
—, yaberleben® die dazugehorigen (u. U. zeitlich rasch verdnderlichen) Fourierkompo-
nenten die riumliche Mittelung. Fiir eine elektromagnetische Welle aus dem sichtbaren
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Spektralbereich gilt 1 ~ 10~*cm, und die zugehdérige zeitliche Periode betragt somit
T = A/c ~ 3-10"15s. Diese Uberlegungen zeigen, warum es nicht sinnvoll wére, eine
zusatzliche zeitliche Mittelung tiber ein Intervall, welches grofs ist gegen die Perioden
der Elektronen- und Kernbewegungen (T ~ 10717 s ... 10713 s), durchzufiihren: Bei einer
solchen zeitlichen Mittelung wiirden auch zeitliche Variationen wegfallen, wie sie bei der
Ausbreitung elektromagnetischer Wellen aus dem sichtbaren und dem Infrarot-Bereich
auftreten (1 ~4-10cm ... 1072cm,d.h. T ~ 107155 ... 3:107135).

Abbildung 2.2: Zur rdumlichen Mittelung

Ist f(r,t) irgendeine mikroskopische Feldfunktion (etwa e, (r, t) oder o™ab(r, 1)), so
bezeichnen wir die zugehoérige makroskopische Feldfunktion, d. h. die entsprechende
rdumlich gemittelte Grofse, mit F(r,t) = (f(r,t)). Die mathematisch einfachste Definition
von F(r, t) wire die Definition als arithmetisches Mittel der Werte von f iiber ein Kugelvolu-
men X (r; Ry) vom Radius Ry ~ Ly mit dem Mittelpunkt im Aufpunkt r bei festgehaltenem
t (s. Abb. 2.2):

3
F(r,0) = (f(r, 1)) = % f d3F f(rif) mit V= 4”3R° . 2.21)
0
I (r;Ro)
Mithilfe der in Abb. 2.3 dargestellten gemafs
fd3r’ d(r')=1 (2.22)
R3
normierten Mittelungsfunktion (Gewichtsfunktion)
L fuI‘ l"' < RO
o) = { Vo (2.23)
0 fur r' > RO
lasst sich die Beziehung (2.21) formal in der Form
F(@r,t) = {f(r,t)) = fd3r’ o(|r' —r|) f(r,t) (2.24)

R3
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P(r) d(r)
1 1 ___a
Vo V. |
0 0 _:_”_
|
rl ! ,rl
Ro RO
Abbildung 2.3: Verlauf der Mitte- Abbildung 2.4: Schematische Dar-
lungsfunktion fiir die Bildung stellung des Verlaufes einer ge-
des arithmetischen Mittels eigneten Mittelungsfunktion

(a atomare Abstidnde)

schreiben. Das arithmetische Mittel besitzt jedoch einen Mangel: Wegen der Unstetigkeit
der Mittelungsfunktion ®(r') fiir ' = R, besitzen die Funktionen F hinsichtlich ihrer
Ortsabhéngigkeit nicht die erforderlichen Glattheitseigenschaften. Verschiebt man (bei
festgehaltenem ¢) den Aufpunkt um ein mikroskopisch kleines Stiick, so kann es zufol-
ge des Austretens eines Atoms (Molekiils) oder einer Gruppe von Atomen (Molekiilen)
aus dem Mittelungsvolumen oder zufolge des Eintretens eines Atoms (Molekiils) oder
einer Gruppe von Atomen (Molekiilen) in das Mittelungsvolumen zu einer merklichen
Anderung von F kommen. Mittelwerte F, die iiber mikroskopische Distanzen nicht ,,zit-
tern“ und daher echte makroskopische Grofsen darstellen, kann man nur erhalten, wenn
man eine Mittelungsfunktion ®(r") beniitzt, die sich fiir alle r' iiber atomare Abstédnde
nur wenig dndert (s. Abb. 2.4). Man definiert deshalb die Mittelung durch GI. (2.24) mit
einer gemafs Gl. (2.22) normierten Mittelungsfunktion, welche folgende qualitative Eigen-
schaften besitzen muss: ®(’) ist nur in einem kugelférmigen Bereich der Ausdehnung
Ry ~ Ly um die Stelle r' = 0 wesentlich von null verschieden und zeigt im gesamten
Verlauf iber atomare Distanzen nur geringfiigige Variationen. Bei Erfiillung dieser Be-
dingungen kommt es auf die spezielle Wahl der Funktion ® nicht an (d. h. die Ergebnisse
der Mittelung hangen dann nicht merklich von der speziellen Wahl von ® ab).

2.2 Herleitung der makroskopischen aus den
mikroskopischen Feldgleichungen

Aus der Beziehung (2.24) folgt, dass raumliche Mittelung und rdumliche Ableitung bzw.
raumliche Mittelung und zeitliche Ableitung vertauschbar sind:

OF(r,t) _ <6f(r,t)>’ i=1,2.3; OF(r,t) _ <6f(r,t)>.

dxi dxi ot ot (225)
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Die Vertauschbarkeit von rdumlicher Mittelung und zeitlicher Ableitung ist offensichtlich. Fir
den Beweis der Vertauschbarkeit von rdumlicher Mittelung und rdumlicher Ableitung wechseln
wir von der Integrationsvariablen r’ zur Integrationsvariablenr” = r' — r:

F(r,t) = fd3r’ o(|r'—r)) f(r,t) fd3r” o(|r") f(r"+ r,t),

R3 R3
LD — [eraqrp LD fopaqep(L00)
axi axi axi r'=r'"+r
R3 R3

Gehen wir hier wieder zur Integrationsvariablen r’ iiber, so erhalten wir

oF(r,t) _ , , af(ri,t) _ [of(r,t)
N —fd3r o(|r'—r)) Y —< %, >

1 1

R3
Unter Beachtung der Beziehungen (2.25) erhalten wir aus den mikroskopischen

Feldgleichungen (2.1) bis (2.4) fur die makroskopischen Feldstirken” E(r,t) = {(e(r,t)),
B(r,t) = (b(r,t)) die Feldgleichungen

divE(r,t) = 4z[(oMa3O(r, 1)) + p(r, 1)], (2.26)
divB(r,t) = 0, (2.27)
rot E(r, 1) = _ %% , (2.28)
rot B(r,t) = 4%[( J MO, )y + j O, )] + %%’;0 (2.29)

Dabei konnten wir aufgrund der getroffenen Annahmen tber die dufderen Quellen

<p(ex)(r’ £) = p(ex)(r, N, (j (X)(p, 1)) = j (eX)(r, ) (2.30)
setzen.

Die Feldgleichungen (2.27), (2.28) stimmen mit den phdnomenologischen makrosko-
pischen Feldgleichungen (2.9), (2.10) tiberein. Zu zeigen bleibt noch, dass

(M2 1))y = po(r,t) + pp(r,t) + ... = p(r,t) — divP(r, 1) + ..., (2.31)
(GMaOGE 1)) = j(r,t) + jp(r,t) + jur.t) + ...
(2.32)
= j@r,t)+ % +crotM(r,t) + ...

’Da B(r, t) die zur mikroskopischen magnetischen Feldstirke b (r, t) gehorige makroskopische Feldgrofe
darstellt, wire es widersinnig, B(r, t) nicht als makroskopische magnetische Feldstirke zu bezeichnen.
Genauso widersinnig wére es, bereits die mikroskopische Feldgrofie b (r, t) als magnetische Induktion
zu bezeichnen, da b (r, t) in der mikroskopischen Elektrodynamik eine vollkommen analoge Rolle wie
die elektrische Feldstirke e(r, t) spielt.
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gilt, wobei p, j, P und M die auf den Seiten 113, 114 angegebene Bedeutung haben
missen, und die Punkte flr vernachlédssigbare Beitrage stehen.

Wie schon auf Seite 112 festgestellt, beginnen wir auf der Ebene der Atomphysik, d. h.
wir fassen Elektronen und Kerne als ,elementare Bestandteile“ der mikroskopischen
Struktur auf. Im Rahmen des zugrunde gelegten klassischen mikroskopischen Modells
behandeln wir Elektronen und Kerne als punktformige klassische Teilchen, weshalb wir
fir sie den Sammelbegriff Punktladungen verwenden. In der Materie gibt es ungebundene
Punktladungen® (i. Allg. nur Elektronen, in einem Plasma u. U. auch vereinzelt Kerne) und
gebundene Punktladungen (Elektronen und Kerne), das sind solche, welche Bestandteil
eines stabilen Komplexes, d. h. eines Atoms, Molekiils, Atomions oder Molekiilions, sind.

b=4
[ ﬁ:1y2a3,4)5,6,7,8
a=3
°
° a=6
a=2 o
a=5
b=1 .
£=12,34,5 a4 o
°
a=1 b=2 =12

=123

Abbildung 2.5: Ungebundene Punktladungen (Index a) und in Kom-
plexen gebundene Punktladungen (Doppelindex bj) der Materie

Wir zerlegen die mikroskopischen Quelldichten (2.5), (2.6) in die Anteile der unge-
bundenen und der gebundenen Punktladungen. Fir erstere verwenden wir den Index
a, letztere indizieren wir durch einen Doppelindex b3, wobei b die stabilen Komplexe
nummeriert (s. Abb. 2.5):

N, Anzahl der ungebundenen Punktladungen
N, Anzahl der gebundenen Punktladungen des Komplexes b
ng Anzahl der Komplexe

ng
N  Gesamtzahl der Punktladungen: N =N, + Z Np;
b=1

80ft als , frei“ bezeichnet, was aber nicht mit kriftefrei verwechselt werden darf.
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pM2(r, 1)

J MO, 1)
mit

pp(r, t)

jb(r’ t)

Tpp(t)

Ny ng

= D, 4adr —ra(0) + Y pu(r,1), (2.33)
a=1 b=1
Nu ng

= 3 Quua()(r —ra() + D) jib(r, ) (2.34)
a=1 b=1
Np

= ) qppd(r —rypp(1)), (2.35)
B=1
Np

= Z dvg vbﬁ(t)é(r—rbﬁ(t)). (2.36)

p=1

Abbildung 2.6: Koordinaten der Punkt-
ladung bB des Komplexes b relativ zu
dessen Schwerpunkt S

Fir die raumliche Mittelung von p(r, t), ju(r, t) schreiben wir (s. Abb. 2.6)

rbﬁ(t) = rp(t) +xb5(t), (2.37)

wobei ry,(t) den Ortsvektor des Schwerpunktes des Komplexes b und x,g(t) die Lage
der gebundenen Punktladung bg relativ zum Schwerpunkt des Komplexes b bedeutet.
Ableitung von Gl. (2.37) nach der Zeit t gibt dann

Upa(t) = Up(1) + wyp(t) (2.38)
mit dryg(0) 0
r X
0 = TEE, u0= 0 w0 = T2 @3
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Dabei ist v, (t) die Geschwindigkeit des Schwerpunktes des Komplexes b im betrachteten
Inertialsystem, und wys(t) bedeutet in nichtrelativistischer Naherung® die Geschwindig-
keit der gebundenen Punktladung bf im Schwerpunktsystem des Komplexes b.

Die niedrigsten Multipolmomente des Komplexes b sind dann gegeben durch:
» Elektrische Gesamtladung (elektrisches Monopolmoment):

Ny
ap = Z Abg - (2.40)
=1

(Nur fur Ionen von null verschieden.)
« Elektrisches Dipolmoment beziiglich des Schwerpunktes:
Ny
pp(t) = /32 qvaXpa(t) - (2.41)
=1
(Vom Bezugspunkt nur dann unabhéngig, wenn q; = 0 gilt.)
« Magnetisches Dipolmoment bezuiglich des Schwerpunktes:

Np
my(t) := zic D [x65(0) x qpgwpg(®)] .- (2.42)
ﬁ:l

(Nur in nichtrelativistischer Nidherung korrekt, vom Bezugspunkt abhingig.)

Hohere Multipolmomente der Komplexe benétigen wir nicht. — Wir berechnen nun
{op(r, t)) und (eMab(r ). Zunichst einmal gilt

N, N,
(op(r, 1)) = D" qpp(d(r —rpg(1)) = D qug /d3”' O(|r' —r|) 5(r' — rpp(t))
B=1 B=1 3
Ny : (2.43)
= Y. app®(r — rpa(0))).
A=1

Die Mittelungsfunktion dndert sich Giber atomare Abstdnde (Abstidnde der Grofsenord-
nung a; s. Abb. 2.4) voraussetzungsgeméfs nur wenig. Da |xpg(t)| von der Grofsenordnung
a ist, unterscheidet sich daher ®(|r — rpg(t)|) = @(|r — rp(t) — xpp(¢)|) nur wenig von
®(|r — rp(t)]). Man kann deshalb die Taylorentwicklung

O(|r —rpg()]) = P(|r — rp(t) — xpp(0)[)
= O(|r — rp(0)]) — xpp(t)-grad ®(|r — rp(H)|) + ... (2.44)
= (3(r —ry(1))) — xpp(1) - grad (3(r — rp(1))) + ...

9Beziglich relativistischer Korrekturen zur folgenden Ableitung von ( j,(r, t)) siehe De Groot, S.R.: the
maxwell equations (non-relativistic and relativistic derivations from electron theory). North Holland,
Amsterdam 1969.
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nach dem linearen Term abbrechen (Vernachliassigung des Beitrages der Ordnung a?)

und erhalt

(Pp(r, 1)) = (qpd(r — rp(1))) — ( pp(1) - grad 5(r — rp(1)) + ...
= (qpd(r — rp(t))) — div(pp()3(r — rp())) + ... ,

(2.45)

wobei die Punkte vernachlissigbare Terme bedeuten. Fiir (o2t (r, t)) ergibt sich somit

(oMaO (1)) = o(r,t) — divP(r, t) + ... (2.46)
Nu ng
) = (3 aad(r —ra(D)) + Y ad(r — ru(0))), (2.47)
a=1 b=1
P(r,1) = (3 po(D3(r = 1p(1))). (2.48)
b=1

Nach analoger aber wesentlich komplizierterer Rechnung erhilt man fiir (j M20(r, t)):

mit

(jMaO(p 1)) = j(r,t) + ap((;;, D +crotM(r,t) + ... (2.49)

Ny ng
Jr0 = (2] qavaDdr — 1) + 3, aop()3r (D), (2.50)
a=1 b=1

P(r,t) siehe GI. (2.48),

Mr.1) = {3 [mo(0) + (polt) x 28

b=1

)5 — rb(t))>. (2.51)

Die weggelassenen Beitriage, die von hoheren Multipolmomenten der Komplexe her-
rithren, sind i. Allg. vernachldssigbar. Die aus Elektronen und Kernen aufgebauten sta-
bilen Komplexe (Atome, Molekiile, Atomionen, Molekiilionen) kénnen also fiir die Be-
rechnung der makroskopischen elektromagnetischen Felder in der Materie durch fiktive
elektrische Punktladungen mit den elektrischen Ladungen q; der Komplexe sowie fiktive
elektrische Punktdipole mit den elektrischen Dipolmomenten p;(t) der Komplexe und
magnetische Punktdipole mit den magnetischen Dipolmomenten m(t) der Komplexe in
den Schwerpunkten S; der Komplexe b ersetzt werden (siehe die Abbildungen 2.7 und
2.8). Eine detailliertere Kenntnis der atomaren bzw. molekularen Struktur der Komplexe
ist fiir die makroskopische Betrachtungsweise nicht erforderlich.
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° Komplex b
)
°
O

Abbildung 2.7: Ungebundene Punktladungen und Komplexe (Atome, Molekiile, Ionen)
Py(t)

° m,(t)
s

‘4‘ .

Abbildung 2.8: Ungebundene Punktladungen und fiktive Punktladungen sowie
fiktive elektrische und magnetische Punktdipole, welche die Komplexe ersetzen

Beweis von Gl. (2.49) bis (2.51):

Fiir den Beweis dieser Beziehungen gehen wir von GI. (2.34) und (2.36) aus und benutzen die
Taylorentwicklung (2.44) sowie Gl. (2.38).

Ny ng
GMO,0) = (D qava(DSr —ra(0)) + Y, (Gp(r0),
a=1 b=1

Nb Nb
(Jp(r, 1)) = <Z qpa Vpa(1)d(r — rbﬁ(t))> = ), qpaVpg(t) @(|r —rpg(0)]),
= =1 —

s. GL (2.44)
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Ny
par,0) = () abpLupi(®)d(r — rp(1)))
B=1 N——

Up, k() + wpg k(1)

3 Ny
=3 2 (D abprner x50 —rpO) + .., k=123

=177 3= ——
Up, k() + wpg k(1)

Ny ng
G 0) = (D) davarDr —ra(®) + Y] apvp()d(r = ()
a=1 b=1

ji@r,t) Gl (2.50)

ng Ny
+ < DD argwrg k() 8(r — "b(t))>
b=1 =1

dpp,i(t)
dt

506 (2.52)
-2 x; \ £ < > Z Abg Xbp,1(1) Up k(1) O(r — rb(t))>

R

Pb,1(1)

3 5 Ik Ny
2 x; \ (2 D apxopiOwep (8@ —rp(E)) + ..., k=1,2,3.

I=1 b=1p8=1

Durch Ableiten von

B(r,0) = ), pox)d(r = rp(0)))
b=1

nach der Zeit ergibt sich

d 3 ng
(5 B0 31y i) = LD zj—l@ EROENOLGRIAO)
=1 b=1

b=1

Setzt man dies in Gl. (2.52) ein, so erhélt man

GO0 0) = jetr,t) + SEED

ng

23 [P0, = P v, 0] — ru0)

6xl h=1

0
il

tvju

+

=1

tvjw

N,
Z qbgXba,1(1) wpg, (1) 3(r — rb(t))> +

i M%

~

1

125



Kapitel 2 Makroskopische Elektrodynamik

Wir vollenden nun den Beweis der Beziehungen (2.49) bis (2.51), indem wir zeigen, dass

3 ng

Z aa_xl < Z [Pb,k(t) Up,1(t) = pp,1(1) Ub,k(t)]é(r - "b(t))>
I=1 b=1
X
b=1

und

ng Np

3

0

- 7. ( Z Z Qb X1 (D) o k(1) 3(r — (1)) = croty( 2 mp(0)3(r — rp()) + .
=1

gilt. Diese Schritte werden in den folgenden Erginzungen E1 und E2 behandelt.

Erganzung E1:

ng 3 ng
c rotk<b§1 (po(0)x 29 a(r - ry)) = 2 ciam j—xl @1 [po(t) % ve(0)] 50— ro(0)))
3
Z Emrs Pb,r(t) Vb, s(t)
r,s=1
l Z . = mzl Emki Emrs ( Z Pb,r(£) Vb, (1) (r = (1))

SkrOis — OksOur

3 ng
= a— < [pb 1k () vp,1(t) — pp,1(t) vp k(t)]é(r - "b(t))>

=1 dxl

Erganzung E2:

crotk<2 30~ r®) = ¢ 3 ciam > <Zmbm<t>5(r—rb<t>>>

I,m=1 =INe——
3 N,
ZC Z Emrs Z qdbs Xbg, r(t)wbﬁ s(t)
r,s=1
1S 5 3 mM ng Ny
=3 2 5o O ckimemrs (Y, Y, abpopr () weas(D3( = (1))
Lrs=1""1 m=1 b=1p=1
5kr51s 5ks5lr
1 3 a ng Nb
= 52 5_<Z Z qbp Xpg, k() wpg,i(t) 5(r—rb(t))>
=1 b=1p=1 ———
dxpg, ()
=32 3 (2 2 b weg (30 = rul0).

Zu zeigen bleibt, dass die erste Zeile im Ausdruck (2.53) bis auf vernachlissighare Terme (Terme
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2.2 Herleitung der makroskopischen Feldgleichungen

der Ordnung a?) gleich ist der zweiten Zeile. Dass dies zutrifft, kann man aus

10 & 0 ;&
250 2 3 A 2 2 g Xepk(D X (1) 30 = (1))
= = = —
=1 b=1 =1 —
3 ng Nb
1 0
=52,3= qb Xbg, k(D) Wpp,1 5(r — rp(t))
2;6x1<b=1ﬁ,:1 >
1 3 a ng Nb
+5 >, E < D0 AbpXpp (D) Wy S(r — rb(t))>
1=1 77 h=18=1
1 3 az <VlK Nb >
-5 dbg Xbg, k() Xpg,1(1) Up,m(£) 3(r — 1p))
2 1 m=1 dxlaxm b=1 p=1 _‘2_/ m
~a

ablesen.

Wir haben also fiir (pMab), ( j Mab) tatsichlich Ausdriicke der Form (2.31) bzw. (2.32)
erhalten, wobei p, j, Pund M, wie man aus den erhaltenen Formeln sieht, tatsdchlich die
aus der phdnomenologischen makroskopischen Elektrodynamik geldufige Bedeutung
besitzen.

Die freie elektrische Ladungsdichte p(r, t), die durch Gl. (2.47) gegeben ist, ist normaler-
weise null. Bei einem Ionenkristall (z. B. NaCl) gibt es keine ungebundenen Elektronen,
und die Beitrage der positiven und negativen Gitterionen kompensieren sich im makro-
skopischen Mittel. Ebenso kompensieren sich die Beitridge der positiven und negativen
Ionen in einem Elektrolyten und die Beitrage der Leitungselektronen und der positiven
Gitterionen in einem festen metallischen Leiter im makroskopischen Mittel usf. Nur
wenn man durch Bombardieren von Materie mit Ladungen aus einem Beschleuniger
Uberschussladungen in die Materie einbringt, kommt es voriibergehend lokal zu einer
von null verschiedenen Raumladungsdichte p (s. dazu Seite 130).

Die Leitungsstromdichte (freie elektrische Stromdichte) j(r,t) ist durch Gl. (2.50) gege-
ben. Bei einem Ionenkristall gibt es nur Beitrdge der an Gleichgewichtslagen gebunde-
nen Ionen zufolge deren Schwerpunktsbewegung. Ist das betrachtete Materiestiick (wie
vorausgesetzt) im zugrunde gelegten Inertialsystem in Ruhe, so kann man aber diese
Beitrage vernachlissigen, da die Ionengeschwindigkeiten v (¢) ,fluktuieren®, sodass sich
die Beitrdge im makroskopischen Mittel ,,ausléoschen® Bei einem Elektrolyten, an den
eine Spannung angelegt ist, kommt es dagegen zu einer gemeinsamen Driftbewegung der
positiven Ionen einerseits und der negativen lonen andrerseits und zu entsprechenden
makroskopischen Leitungsstromen. Bei einem festen metallischen Leiter, an den eine
Spannung angelegt ist, kommt es zu einer Driftbewegung der Leitungselektronen und
einem entsprechenden makroskopischen Leitungsstrom. Die Beitriage der Gitterionen
l6schen sich im makroskopischen Mittel als ,,fluktuierend” weg.

Das elektrische Polarisationsfeld ist durch Gl. (2.48) gegeben. Zu P(r,t) tragen alle ge-
ladenen und ungeladenen Komplexe, gleichgiiltig ob ,frei“ beweglich (z.B. Ionen in
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Elektrolyten) oder an Gitterpldtze gebunden, mit ihren elektrischen Dipolmomenten bei.
Die elektrischen Dipolmomente p;(t) konnen dabei zur Gdnze durch das vorhandene
elektromagnetische Feld induziert sein oder auch einen permanenten Anteil enthalten
(z. B. H,O-Molekiil). Wie die Formel zeigt, stellt P(r, t) tatsdchlich das mittlere elektrische
Dipolmoment pro Volumseinheit in der Materie dar.

Analoge Aussagen gelten fir das magnetische Polarisationsfeld, das durch Gl. (2.51)
gegeben ist. Die magnetischen Dipolmomente m(t) der Komplexe kénnen ebenfalls
zur Ganze durch das vorhandene elektromagnetische Feld induziert sein oder einen
permanenten Anteil enthalten. In die magnetischen Dipolmomente m(¢) sind auch die
von den Spins der Elektronen und der Kerne herrithrenden magnetischen Dipolmo-
mente einzubeziehen. (Dies ist fiir den Ferromagnetismus wesentlich.) Neben den ma-
gnetischen Dipolmomenten der Komplexe (gleichgiiltig ob geladen oder ungeladen, ob
»frei“ beweglich oder an Gitterpldtze gebunden) gibt es im Prinzip noch Beitrige, wel-
che mit der Bewegung elektrischer Dipole verbunden sind. Dabei tragt ein Komplex
b zu M(r,t) mit ((pp(t) x ””c(t))é(r —rp(t))) bei. Dies ist ein relativistischer Effekt: Sind
pp(t), my(t) das elektrische bzw. magnetische Dipolmoment des Komplexes in dessen
Schwerpunktsystem, so ist das magnetische Moment des Komplexes im betrachteten
Inertialsystem, in welchem sich der Komplex mit der Geschwindigkeit v,(t) bewegt,
durch m;(t) = m(t) + (pp(t) x ”bT(t)) gegeben. Die Zusatzbeitridge von an Gitterpldtzen ge-
bundenen Komplexen heben sich als ,fluktuierend” im Mittel weg, die Beitrage von ,frei*
beweglichen Komplexen sind fir ruhende Materie klein, da die Geschwindigkeitsbetrage
|vp(t)| klein gegen c sind. Wie die Formel zeigt, stellt M(r, t) tatsdchlich das mittlere
magnetische Dipolmoment pro Volumseinheit in der Materie dar.

2.3 Materialgleichungen

Die Ableitung von Materialgleichungen, d.h. von Funktionalen P[E, B|, M[E, B] und
JlE,B], stellt ein schwieriges klassisches bzw. quantentheoretisches Problem dar. Es
existiert eine ungeheure Vielfalt elektrischer und magnetischer Phanomene in Materie,
insbesondere in kristallinen Festkorpern. Das Studium dieser Phdnomene und die Ablei-
tung von Materialgleichungen fiir bestimmte Klassen von Materialien (z. B. metallische
Leiter, Ferromagnetika, Supraleiter etc.) ist Aufgabe der Materialforschung, der Theorie
der kondensierten Materie und der Statistischen Physik.

Fir die Ableitung von Materialgleichungen ist nicht nur ein detailliertes mikrosko-
pisches Modell fiir das untersuchte Material Voraussetzung, sondern es ist auch ent-
scheidend, ob die (von im Endlichen oder im Unendlichen befindlichen dufderen Quellen
herrithrenden) dufleren Felder E¢¥, B(eX) ynd damit die Gesamtfelder in der Materie
E, B schwach oder sehr stark, zeitlich konstant bzw. langsam veradnderlich oder zeitlich
rasch veranderlich sind.

Wir besprechen nur die einfachsten Formen von phdnomenologischen Materialglei-
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chungen und beschranken uns deshalb auf homogene, isotrope?, nicht ferroelektrische,
nicht ferromagnetische, nicht supraleitende Substanzen und nicht zu starke Felder E, B
(lineare Ndherung). Da es sich um Phdnomenologie handelt, kann dieser Unterabschnitt
seiner Natur nach nur ein primér Erzidhlender sein.

Fur den Fall zeitunabhiingiger makroskopischer Quellen und Felder'* (Elektrostatik und
Magnetostatik der Medien) gelten dann in guter Naherung die Materialgleichungen'?

P(r) = x.E(r), (2.54)
M(r) = y,B(r), (2.55)

j(r) = oE(r). (2.56)

Die Materialkonstante y, heifdt statische elekirische Suszeptibilitit. Es gilt stets y, > O.
Die Materialkonstante y,, wird als statische magnetische Suszeptibilitit bezeichnet.!3 Je
nachdem, ob die Substanz para- oder diamagnetisch ist, gilt y;, > 0 oder y,, < 0. Die
Materialkonstante o heifdt Gleichstromleitfihigkeit. Es gilt stets o > 0.14 Die Materialkon-
stanten ye, xm Und o sind temperaturabhdngig, x. und y,, sind dimensionslos, o hat die
Dimension s~L.

Die Annahme linearer Beziehungen zwischen P bzw. M und den Feldstiarken E, B
fir nicht zu starke Felder E, B ist wegen der hohen inneratomaren und innermoleku-
laren Feldstdrken plausibel (,lineare Antwort“ des Mediums). Wegen des verschiede-
nen Verhaltens von E und B bei Zeitumkehrtransformationen (siehe Seite 71) sind im
zeitunabhdangigen Fall Beziehungen der Form P = y.E + x. B, M = Y., B + x, E nicht
moglich.' Was den Leitungsstrom betrifft, so kann der Einfluss von B i. Allg. als kleiner
Effekt vernachlissigt werden (Halleffekt). Die lineare Beziehung zwischen j und E, das
ohmsche Gesetz, kann fiir einen kristallinen Festkorper folgendermafsen verstanden wer-
den: Liegt makroskopisch ein stationérer (zeitunabhingiger) Strom vor, so bedeutet dies,
dass die ,,frei“ beweglichen Ladungstriager durch St6fse mit den Gitterionen dauernd
Energie verlieren, sodass es im Mittel zu keiner Beschleunigung kommt. (Die an das
Gitter abgegebene Energie macht sich als joulesche Warme bemerkbar.) Das ohmsche
Gesetz besagt, dass zufolge dieses ,Reibungswiderstandes” die Geschwindigkeit der
Ladungstriager proportional zur Kraft ist. Bei Elektrolyten gelten dhnliche Uberlegungen.

10Kristalline Festkorper sind i. Allg. aus statistisch orientierten Mikrokristallen aufgebaut und deshalb
isotrop. Im Falle von Einkristallen liegt Isotropie nur bei kubischer Struktur vor.

11Die mikroskopischen Quellen und Felder sind stets zeitlich rasch veranderlich.

12gaufdsches Mafdsystem

13Aus historischen Griinden ist meist J, tabelliert, wobei M = j, H gilt.

14F{ir gute Isolatoren ist die Gleichstromleitfahigkeit so klein, dass man fiir viele Untersuchungen o = 0
setzen kann.

15Siehe dazu § 58 von Landau, L. D., und E. M. Lifschitz: Elektrodynamik der Kontinua. Bd. VIII des Lehrbu-
ches der Theoretischen Physik. Verlag Harri Deutsch, Frankfurt am Main 1990.
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Setzt man (2.54) und (2.55) in die Beziehungen (2.13), (2.14) ein, so kann man

D(r)=c<E(r), (2.57)
H(r) = I%B(r) (2.58)

schreiben. Dabei ist
g:=1+47mx,e (2.59)

die statische Dielektrizitdtskonstante. Wegen y. > 0 gilt ¢ > 1. Die Werte von ¢ sind fir
Gase nur geringfligig grofder als eins, fir Flissigkeiten und Festkorper kann ¢ jedoch
wesentlich grofsere Werte annehmen (Pyrex-Glas 1710: € = 6,00; H,O-fliissig bei 20° C:
¢ = 80,1). Ferner ist 1

u: (2.60)

T 1 -4y,
die statische magnetische Permeabilitit.'® Fur Paramagnetika ist y,, > 0, also u > 1, fur
Diamagnetika ist y,, < 0, also 4 < 1. Fir die meisten Materialien'” gilt | x| < 1073
(Diamagnetika: |yq| S 107%; Paramagnetika: y,, < 1073), also kann man fiir die meis-
ten Untersuchungen u = 1 setzen. Die grofsten Unterschiede zwischen verschiedenen
Substanzen treten bei der Gleichstromleitfahigkeit o auf: ogypfer/Oporzellan ~ 1020,

Fur zeitlich nicht zu rasch verdnderliche Felder kann man in guter Naherung als Material-

gleichungen

P(r,t) = x.E(r,t), (2.61)
M(r,t) = yoB(r,t), (2.62)
j@r,t) = oE(r,t) (2.63)

bzw. Gl. (2.63) und
D(r,t) = cE(r,t), (2.64)

H(r.1) = %B(r, 0 (2.65)

mit den statischen Materialkonstanten ye, Xm, © DZW. €, u, 0 verwenden, wofern die Felder
hinreichend schwach sind. Im zeitabhdngigen Fall ergibt die lineare Naherung zwar P =
XeE + x.B, M = Y, B + x, E, doch sind die Effekte von B auf P und von E auf M sehr
klein.1®

Wir haben schon auf Seite 127 gesehen, dass die freie Ladungsdichte p(r,t) norma-
lerweise null ist. Wir konnen nun explizit zeigen, dass es in einem MaterievolumenV mit

Yu=1+4myny

7Ferromagnetika haben wir aus unseren Betrachtungen ausgeschlossen.

18Sjehe dazu § 58 und § 83 von Landau, L. D., und E. M. Lifschitz: Elektrodynamik der Kontinua. Bd. VIII
des Lehrbuches der Theoretischen Physik. Verlag Harri Deutsch, Frankfurt am Main 1990.
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elektrisch leitender homogener Materie keine permanente von null verschiedene freie
Raumladungsdichte geben kann. Zu diesem Zweck schreiben wir die Feldgleichung (2.15)
fir Aufpunkte r im Inneren eines solchen Materievolumens an, wobei wir annehmen,
dass fiir derartige Aufpunkte p®(r, t) = 0 gilt:

divD(r,t) = 4mp(r,t). (2.66)
Einsetzen der Materialgleichung (2.64) liefert dann
divE(r,{) = 4?” o(r ). 2.67)

Setzt man andrerseits in die Kontinuitiatsgleichung

divj(r, ) = _apg; .0 (2.68)
die Materialgleichung (2.63) ein, so erhalt man
. _ _10p(r,1)
divE(r,t) = ST o (2.69)
Aus den Gleichungen (2.67), (2.69) folgt fir p(r, t) die Differentialgleichung
dp(r,t 4
P (art ) - - = p(r,1) 2.70)
mit der Losung
p(r,t) = p(r,0)e~r mit 7= —— 2.71)

4o’

1z wird als Relaxationszeit bezeichnet. Die Relaxationszeit ist fiir gute Leiter extrem kurz
(Cu: 10719 s), kann aber in den besten Isolatoren Werte bis 10° s (rund zehn Tage) er-
reichen. Um eine anfiangliche von null verschiedene freie Raumladungsverteilung zu
praparieren, muss man Ladungen auf eine Weise ,,injizieren®, welche Gl. (2.63) verletzt,
etwa indem man das Materiestiick mit einem Puls hochenergetischer Elektronen aus ei-
nem Beschleuniger so ,bombardiert®, dass diese im Inneren des Materiestiicks ,.zur Ruhe
kommen®. Gemafs Gl. (2.71) ,,abgebaute” Raumladungen finden sich auf der Oberfldche
F(V)wieder (Ladungserhaltung). Derartige Oberflichenladungsverteilungen gehen in
die Grenzbedingungen fiir die Feldstiarken auf der Oberflidche ein (siehe Abschnitt 2.5). Fiir
gute Leiter kann man stets p(r, t) = 0 setzen'?, da die Relaxationszeiten selbst gegen die
zeitlichen Perioden elektromagnetischer Wellen mit Frequenzen aus dem sichtbaren
Bereich klein sind. Bei Isolatoren ist dafiir Voraussetzung, dass das Materiestiick entwe-
der gar nicht oder vor sehr langer Zeit (wie oben beschrieben) ,bombardiert wurde.

Fr zeitlich sehr rasch verdnderliche Felder sind die Materialgleichungen (2.61) bis (2.63)

YWofern man nicht den Relaxationsvorgang selbst untersuchen will.
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bzw. (2.63) bis (2.65) nicht mehr brauchbar. Es gibt dann das Phdnomen der Dispersi-
on?? der elektrischen Suszeptibilitit, und die Magnetisierung sowie die magnetische
Suszeptibilitit verlieren — wie man zeigen kann?! — ihren Sinn, sodass man

M(r,t)=0 bzw. H(r,t) = B(r,t) (2.72)

bzw. u = 1 zu setzen hat.

Fur zeitlich sehr rasch veranderliche Felder tritt die Trédgheit der Materie in Erschei-
nung, ferner kann es zu Absorptionsvorgangen kommen (Resonanzabsorption durch
Atome, Molekiile und Ionen). Die Ladungen der Materie kénnen in ihren Bewegungen mit
den zeitlichen Anderungen des ,angelegten® elektromagnetischen Feldes nicht mehr
»Schritt halten“. Bei den optischen Frequenzen (w ~ 10 Hertz) reagieren iberhaupt nur
mehr die Elektronen merklich auf zeitliche Felddnderungen. P;ei der21 héchsten in der

7Tc Tc

makroskopischen Elektrodynamik zuldssigen Frequenzen (w = - pS -~ 2-10'7 Hertz;
0

s. Seite 116) reagieren schliefdlich auch die Elektronen nicht mehr auf zeitliche Feldinde-
rungen, was bedeutet, dass es keinen ,,Leitungsstrom® und keinen ,,Polarisationsstrom*
mehr gibt.?? (Siehe dazu auch Abb. 2.11 von Seite 136.) Die Begriffe Leitungsstrom und
Polarisationsstrom wurden dabei unter Anfiihrungszeichen gesetzt, weil es sich fir zeit-
lich sehr rasch verdnderliche Felder um eine Unterscheidung handelt, die als etwas
Gekunsteltes anzusehen ist. Betrachten wir jenen Frequenzbereich, in dem es nur mehr
auf die Elektronen ankommt: Es ist klar, dass sich in zeitlich sehr rasch verdnderlichen
Feldern die ungebundenen Elektronen (,freien Ladungstréiger) qualitativ nicht anders
bewegen als die in Atomen, Molekiilen oder Ionen gebundenen Elektronen. Beide Ar-
ten von Elektronen fiihren eine oszillatorische Bewegung aus. Im Oszillatormodell der
Dispersion und der Resonanzabsorption werden die gebundenen Elektronen als ,,strah-
lungsgeddmpfte” Oszillatoren mit bestimmten Eigenfrequenzen (Resonanzfrequenzen)
angesehen.?? Fourierkomponenten des elektromagnetischen Feldes mit Frequenzen aus
der Umgebung?* einer Eigenfrequenz (Resonanzfrequenz)?® der Substanz werden durch
Absorption geschwicht (,extingiert”). Dispersion ist stets mit Absorption verkniipft. Die
ungebundenen Elektronen kénnen im Rahmen dieser Modellvorstellungen formal als
Oszillatoren mit ,Eigenfrequenz* w, = 0 einbezogen werden. Fourierkomponenten des
elektromagnetischen Feldes mit Frequenzen aus der Umgebung der ,Eigenfrequenz®

20Der Name rithrt daher, dass das Medium dann Partialwellen eines elektromagnetischen Pulses dispergiert,
d.h. auseinander streut, da Partialwellen mit verschiedener Frequenz verschiedene Ausbreitungsge-
schwindigkeit besitzen.

21Sjehe dazu § 60 von Landau, L. D., und E. M. Lifschitz: Elektrodynamik der Kontinua. Bd. VIII des Lehrbu-
ches der Theoretischen Physik. Verlag Harri Deutsch, Frankfurt am Main 1990.

22Wegen M = 0 ist auRerdem jy; = 0.

23Sjehe dazu Abschnitt 7.5 von Jackson, J. D.: Klassische Elektrodynamik. Walter de Gruyter, Berlin 2006.

24Wegen der Dadmpfung der oszillatorischen Bewegung der Elektronen durch die Strahlungsriickwirkungs-
kraft (,,Strahlungsddmpfungskraft®) gibt es Resonanzbereiche mit endlicher Breite.

25Quantenmechanisch ergeben sich die Resonanz- bzw. Absorptionsfrequenzen aus den Energieniveau-
schemata der Atome, Molekiile und Ionen der Substanz.
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wo = 0 werden durch Umwandlung von Feldenergie in joulesche Warme geschwécht
(,extingiert®).

Im Sinne dieser Uberlegungen schreibt man fiir zeitlich sehr rasch verinderliche Felder,
insbesondere fiir die Untersuchung der Phinomene der Optik, die Feldgleichungen in der
folgenden Form an (p(r,t) = 0 gesetzt):

divE(r,t) = 4z[—divP(r,t) + p¥(r,1)], (2.73)
divB(r,t) = 0, (2.74)
rotE(r,t) = - %GB((;;, ) , (2.75)
rot B(r,1) = 47”[% @] + %aEg: D (2.76)
bzw.
divD(r,t) = 47r,o(ex)(r, t), (2.77)
divB(r,t) = 0, (2.78)
rotE(r,t) = - %6B§1;, ) , (2.79)
rot B(r,) = 47” j<ex>(r,t)+%%. (2.80)
Der ,,Leitungsstrom® wird dann durch

,mitbertcksichtigt®. Dies wird durch eine entsprechend definierte frequenzabhéangige
komplexe elektrische Suszeptibilititsfunktion bzw. Dielektrizitatsfunktion gewéahrleistet
(Einbeziehung der ,w, = 0-Resonanz” bei Leitern; s. dazu Seite 137).26

Wahrend die Dispersion in ,,nichtpolaren” Substanzen erst im Infrarotbereich oderim
optischen Bereich auftritt (w > 10'3 Hertz), tritt sie bei ,,polaren“ Substanzen (Substan-
zen mit permanenten elektrischen Dipolen) schon bei relativ niedrigen Frequenzen in
Erscheinung (w > 10* Hertz bei Eis von —1°C, w > 10'° Hertz bei H,0-fliissig von 20° C).

26Der hier eingenommene, physikalisch plausibelste Standpunkt wird u. a. von Jackson und Landau-
Lifschitz vertreten. Gleichwertig dazu ist die Beibehaltung von j in der Feldgleichung fiir rot B und die
Einfithrung einer frequenzabhingigen Leitfahigkeitsfunktion und einer frequenzunabhingigen Dielektri-
zitdtskonstante. Manche Autoren tun allerdings des Guten zu viel und fihren frequenzabhéngiges o
und € ein. Siehe dazu Abschnitt 7.5 von Jackson, J. D.: Klassische Elektrodynamik. Walter de Gruyter,
Berlin 2006.
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Die Tragheit der Materie wirkt sich bei zeitlich rasch verdnderlichen Feldern so aus,
dass die elektrische Polarisation P am Aufpunkt r zum Zeitpunkt ¢t durch die am be-
treffenden Aufpunkt zu Zeiten t’ < t herrschenden Feldstiarken E, B bestimmt ist (so
genannte zeitliche Dispersion).?’” Fiir hinreichend schwache ,,angelegte Felder” hat man
dann unter Vernachlissigung eines kleinen Effektes von B anstelle von Gl. (2.61) (eigent-
lich anstelle von Gl. (2.61) und (2.63)) eine lineare Beziehung der Art

t +oo
P(r,t) = fdt’oc(t —t"YE(r,t') = fdroc(r)E(r,t —17). (2.81)
—000 0

Dabei ist a eine reellwertige Funktion, welche die Dispersions- und Absorptionseigen-
schaften der Substanz charakterisiert und als Relaxationsfunktion bezeichnet wird.

Im Falle von sehr starken ,, angelegten” Feldern, wie man sie mittels Laserpulsen erzeugen
kann (|E(¢®)| bis 1013 V/m gegeniiber inneratomaren Feldern von rund 10 V/m), muss man die
Materialgleichung (2.61) bzw. die Materialgleichung (2.81) durch einen in E quadratischen Term
ergdnzen (nichtlineare Optik). Fillt eine elektromagnetische Welle mit so hohen Feldstdrken,
welche die Frequenzen w,, w, enthilt, auf ein Medium ein, so bilden sich im Medium Wellen mit
Frequenzen wq, w,, 201, 2w,, w1 + @, und |w; — w,| aus.

Fihrt man eine komplexe Fouriertransformation der Feldgroéfsen E, P und D bzgl. der
Zeitvariablen durch, so hat man

E(r,t) = fdcoE(r, w)e @ mit E(r,w)= %fth(r, t) et (2.82)
R R

und analoge Beziehungen fir P und D. Wahrend E(r,t), P(r,t) und D(r,t) reellwertig
sind, sind E(r,w), P(r,w) und D(r,w) komplexwertige Funktionen mit w € R. Mit der
Materialgleichung (2.81) folgt

+00
P(r,w) = %fdtP(r, t) pl®t — %fdtfdfa(T)E(r,t— 7) elwt
R R 0
+o0
= fdr a(r) elvr %/th(r, t —T)eiwt-1)
0 R

1 ' 1 piet’ —
e /dt E(r,t")e'" = E(r,w)
R

Fir die komplexen Fourieramplituden gilt also die Materialgleichung

P(r,w) = yo(w)E(r,w) (2.83)

27In Plasmen und in manchen Metallen gibt es daneben noch eine riumliche Dispersion. In derartigen
Medien kénnen sich auch longitudinale elektromagnetische Wellen ausbreiten.
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mit der frequenzabhingigen komplexwertigen elektrischen Suszeptibilititsfunktion

+00

Ye(@) = fdz' a(r) elvt (2.84)

0
Dabei beschreibt die frequenzabhingige Phase von y.(w) das zeitliche ,,Nachhinken®
von P(r,t) gegeniiber E(r,t). Gleichwertig zu Gl. (2.83), (2.84) ist die Beziehung

D(r,w) = e(w)E(r,w) (2.85)

mit der frequenzabhingigen komplexwertigen Dielektrizitdtsfunktion
+00
g(w)=1+4my.(w) =1+ 47der a(r) elvt, (2.86)
0
Aus Gl. (2.86) folgt

Ree(w) gerade Funktion von w;
e (w) = e(—w) => (2.87)
Ime(w) ungerade Funktion von w.

Die Dielektrizitatsfunktion e(w) beschreibt die Dispersions- und Absorptionseigenschaf-
ten der Materie.

1

£
Im e(w)
(] W
Abbildung 2.9: Niederfrequenz- Abbildung 2.10: Niederfrequenz-
verhalten der Dielektrizitats- verhalten der Dielektrizitats-
funktion fur Nichtleiter funktion fur Leiter

Wir haben die makroskopischen Feldgleichungen fir zeitlich sehr rasch veranderli-
che Felder in der Form (2.73) bis (2.76) bzw. in der Form (2.77) bis (2.80) angeschrieben,
haben also den , Leitungsstrom® in den ,,Polarisationsstrom* einbezogen. Dies muss sich
im Niederfrequenzverhalten der entsprechenden Dielektrizitatsfunktion ¢(w) manifes-
tieren, und zwar in Im ¢(w), da — wie wir in Abschnitt 2.4 sehen werden — der Imagindrteil
der Dielektrizitatsfunktion fir die Extinktion durch Absorption oder Dissipation von
Energie verantwortlich ist.

Niederfrequenzverhalten fiir Nichtleiter (s. Abb. 2.9):

Reg(w)=c¢+aw’+.., Ime(w)=bw+.... (2.88)
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Dabei ist € die statische Dielektrizititskonstante, und a, b sind positive Konstanten.

(Fiir Leiter gelten derartige Beziehungen nur dann, wenn man die Feldgleichungen in der Form
mit einem eigenen Leitungsstromterm j beibehélt.)

Mikrowellen % IR % % uv % Rontgen

sichtbar

1 ___________________________
e i T vV = W
2m
10" to" 10%® 10" 10" 10% 10 10" [Hertz]
Abbildung 2.11: Dielektrizitatsfunktion fiir NaCl
Niederfrequenzverhalten fiir Leiter (s. Abb. 2.10):
Reg(w)=c¢+aw?+.., Ime(w)= 47TTG+bcu+... . (2.89)

Dabei ist ¢ die statische Dielektrizititskonstante, o ist die Gleichstromleitfihigkeit und
a, b sind positive Konstanten. Die auf diese Weise in den Imaginérteil der Dielektrizitats-
funktion ,eingebaute” Singularitéat fir w = 0 (,wy = 0-Resonanz®) liefert in dP(r, t)/0t
den erforderlichen Term o E(r,t). Um dies zu zeigen, spalten wir von e(w) bzw. y.(w) die
1/w-Singularitit ab:

.dro i
e(w) = gp(w) + i o = Ye(®) = Yeol(w)+ @ c.

Der jeweilige mit dem Index 0 gekennzeichnete Term beschreibt die elektrische Polari-
sierbarkeit sowie die Dispersions- und Absorptionseigenschaften der Substanz.
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2.4 Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in einem Medium

Mit der zu (2.82) analogen komplexen Fourierdarstellung von P(r, t) und der Material-
gleichung (2.83) erhalten wir dann
%’;’O = /dco(—ico)P(r, w)e Wl = '/dco(—icu))(e(co)E(r, w) et

R R

= /dw(_iw))(e,o(w)E(", w) et 4 GfdcuE(r, w) e it
R R

wobei der erste Term die Polarisationsstromdichte und der zweite Term (s. Gl. (2.82)) die
Leitungsstromdichte o E(r, t) darstellt.
Man kann zeigen?®, dass fiir beliebige Substanzen

Ime(w) >0 fir w >0 (2.90)

gilt. Frequenzbereiche mit
Ime(w) < Reeg(w) (2.91)

nennt man Transparenzbereiche der betreffenden Substanz. Die Abbildung 2.11 zeigt
den Verlauf der Funktionen Re e(w), Im e(w) fiir festes NaCl. Aus dieser Abbildung kann
man unter anderem ablesen, dass der sichtbare Bereich ein Transparenzbereich dieser
Substanz ist.

2.4 Ausbreitung elektromagnetischer Wellen
in einem Medium

Die mit der Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in Materie verbundenen Erschei-
nungen sind dufderst vielfiltig. Dies trifft auch dann zu, wenn man sich auf homogene,
isotrope, nicht ferromagnetische, nicht ferroelektrische, nicht supraleitende Substanzen
beschrankt.

Fir nicht zu starke elektromagnetische Felder gelten lineare Materialgleichungen.
Da die Feldgleichungen ebenfalls linear sind, kann man wie im Falle des Vakuums
allgemeine Wellenfelder durch lineare Uberlagerung von monochromatischen Wellen
mit verschiedenen Frequenzen aufbauen. Gegeniiber dem Vakuum treten aber vollig
neue Gesichtspunkte auf:

« Enthélt ein Strahlungspuls Partialwellen mit Frequenzen aus einem Bereich, in
dem die Dispersion nicht vernachlissigt werden kann, d. h. in dem die Frequenzab-
hingigkeit von Re e(w) beriicksichtigt werden muss, so , laufen” auch Partialwellen
gleicher Ausbreitungsrichtung ,,auseinander®, da sie verschiedene Ausbreitungs-
geschwindigkeit besitzen: Der Strahlungspuls zerfliefst (wird dispergiert).

- Enthalt der Strahlungspuls Partialwellen mit Frequenzen aus einem Bereich, in

28Sjehe dazu § 61 von Landau, L. D., und E. M. Lifschitz: Elektrodynamik der Kontinua. Bd. VIII des Lehrbu-
ches der Theoretischen Physik. Verlag Harri Deutsch, Frankfurt am Main 1990.
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dem die Absorption nicht vernachlissigt werden kann, d. h. in dem Im ¢(w) nicht
sehr klein ist gegen Re ¢(w), so wird der Strahlungspuls zuséatzlich geddmpft und
verzerrt (DAmpfung zufolge Dissipation von Feldenergie, Verzerrung durch die
Frequenzabhingigkeit der Absorption).

c
v

0]
Wo

Abbildung 2.12: Verlauf von c dividiert durch Geschwindig-
keit vim Bereich einer Absorptionsresonanzfrequenz w,

Kurve
Kurve
Kurve
Kurve
Kurve

a
b ..
C ..
d..
e

.. U = Phasengeschwindigkeit

v = Gruppengeschwindigkeit
v = Energietransportgeschwindigkeit
v = Signalgeschwindigkeit

.. U = Frontgeschwindigkeit

Die Untersuchung der Ausbreitung elektromagnetischer Strahlungspulse in disper-
gierenden und dissipativen Medien ist sehr kompliziert. Allein die Frage, wie man
die Geschwindigkeit eines zerfliefsenden, gedampften und verzerrten Signals definie-
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2.4 Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in einem Medium

ren soll, stellt ein schwieriges Problem dar. Es zeigt sich, dass man zwischen Phasen-,
Gruppen-, Front-, Energietransport- und Signalgeschwindigkeit unterscheiden muss (s.
Abb. 2.12).29 Phasen- und Gruppengeschwindigkeit kénnen in bestimmten Frequenzbe-
reichen grofser als c werden, die Gruppengeschwindigkeit verliert aber gerade in diesen
Frequenzbereichen ihre sonstige physikalische Bedeutung, und die Phasengeschwindig-
keit darf grofser als ¢ sein, da mit einer monochromatischen Welle weder eine Nachricht
ubermittelt, noch eine Wirkung ausgeltst werden kann. Die Frontgeschwindigkeit, d. i.
die Geschwindigkeit, mit der die vorderste Front der ersten schwachen ,Vorldufer” eines
endlichen Strahlungspulses lauft, ist stets gleich c. Die Geschwindigkeit der Signal- bzw.
Wirkungstibertragung ist stets kleiner oder gleich ¢, und die Energietransportgeschwin-
digkeit ist stets kleiner als c. Im Bereich aufserhalb der unmittelbaren Umgebung einer
Absorptionsresonanzfrequenz?° fallen Gruppengeschwindigkeit, Signalgeschwindigkeit
und Energietransportgeschwindigkeit zusammen.

Wir nehmen im Folgenden p¢®)(r,t) = 0, j ¢®(r,t) = 0 an, d. h. die (zur Erzeugung
elektromagnetischer Wellen nétigen) dufseren Quellen sollen sich im Unendlichen befin-
den. Ferner setzen wir p(r, t) = 0. Wenn wir in der Dielektrizitdtsfunktion e(w) fir Leiter
die ,wo = 0-Resonanz” beriicksichtigen, konnen wir die Feldgleichungen

divD(r,t) = 0, (2.92)
divB(r,t) = 0, (2.93)

_ _10B(r,1)
rotE(r,t) = R T (2.94)

_10D(r,t)
rot B(r,t) = A (2.95)

und die Materialgleichung

D(r,w) = e(w) E(r,w) (2.96)

nicht nur fir zeitlich rasch veranderliche Felder, sondern auch fir zeitlich langsam
verdnderliche Felder verwenden. In letzterem Fall haben wir fiir ¢(w) den Ausdruck

e(w)=¢+ iMTG (2.97)

zu verwenden.

Beachte: Man erhélt dann fiir E(r, t), B(r, t) dieselben Beziehungen, wie wenn man
von den Feldgleichungen (2.15) bis (2.18) (mit p(¢®(r,t) = 0, j X(r,t) = 0, p(r,t) = 0)
und den Materialgleichungen D(r,t) = ¢E(r,t), H(r,t) = B(r,t) und j(r,t) = cE(r,t)
ausgeht.

29Mit den Definitionen und der Berechnung dieser Grofien und den damit zusammenhéngenden Fragen
haben sich Sommerfeld und Brillouin auseinander gesetzt. Siehe dazu Brillouin, L.: Wave Propagation
and Group Velocity. Academic Press, New York 1960. Die Abbildung 2.12 stammt aus diesem Buch.
Siehe zu diesen Fragen auch Abschnitt 7.11 von Jackson, J. D.: Klassische Elektrodynamik. Walter de
Gruyter, Berlin 2006.

30Bei NaCl gibt es zwei derartige Stellen; s. Abb. 2.11.
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Wegen der Linearitit der Feldgleichungen (2.92) bis (2.95) und der Materialgleichung
(2.96) konnen wir die komplexe Schreibweise verwenden und Losungen mit verschiedenen
Frequenzen linear superponieren. Wir machen deshalb einen Ansatz fiir monochromatische
Wellen in komplexer Schreibweise:

E.(r,t) = aellkr-wb) (2.98)
B.(r,t) = bellkr—w) (2.99)
D (r,t) = dellkr—w (2.100)

Dabei sind a, b, d und k zunédchst noch unabhéngige konstante (d. h. nicht von r, t abhin-
gige) komplexe Vektoren, und es wird auch noch kein Zusammenhang zwischen k und w
angenommen.

Aus der Definition der komplexen Fourieramplituden (s. Gl. (2.82)) und der Material-
gleichung (2.96) folgt die Bedingung

d =¢w)a. (2.101)

Einsetzen des Ansatzes in Gl. (2.92) bis (2.95) unter Berilicksichtigung von Gl. (2.101)
gibt als weitere Bedingungen3?

k-a =0, (2.102) kxa = %b, (2.104)
k-b =0, (2.103) kxb =-—%E@Da. (2.105)
Set i
cren k=kn mit n?=1, (2.106)

wobei n ebenfalls ein komplexer Vektor sein kann, so kann man leicht zeigen (s. Aufgabe E13),
dass die Gleichungen (2.102) bis (2.105) dann und nur dann keinen Widerspruch besit-
zen, wenn die komplexe Dispersionsbeziehung

k = k() = \Ve(@) % (2.107)

gilt. (Die Wurzel stellt im Komplexen eine zweideutige Funktion dar. Weiter unten wird
gezeigt, dass aus physikalischen Griinden der Hauptwert zu nehmen ist.) Mit

k=k(w)=k(w)n, n?=1 (2.108)
folgt dann aus den Gleichungen (2.102) bis (2.105)

n-a=0, b=nxvew)a. (2.109)

3lInnere und duflere Produkte komplexer Vektoren sind formal nach denselben Rechenregeln zu bilden
wie fiir reelle Vektoren, z.B. k-a = kya + k,a, + k,a,. Desgleichen steht a? fir a- a.
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2.4 Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in einem Medium

Wir sind hier nur an monochromatischen fortschreitenden ebenen Wellen interessiert.
Wir nehmen deshalb an, dass n = (n,, ny, n,) ein reeller Einheitsvektor ist, d. h. es soll
Ny, Ny, Ny € Rund n? = ng + nj + nZ = 1 gelten. Der Vektor n hat dann die Bedeutung
des Ausbreitungsvektors der fortschreitenden ebenen Welle.

Im Hinblick auf spétere Untersuchungen (Totalreflexion an der Grenzflache zweier
Medien) ist es aber wichtig festzuhalten, dass der Ansatz (2.98) bis (2.100) die Feld-
gleichungen und die Materialgleichung auch 16st, wenn n = (n,, n,, n,) ein komplexer
Einheitsvektor ist, d.h. wenn ny, ny, n, € Cund n? = n{ + nj + nZ = 1 gilt, wofern nur
die Beziehungen (2.101), (2.107), (2.108) und (2.109) erfallt sind.?? Der komplexe Ein-
heitsvektor n kann dann natiirlich nicht als Ausbreitungsvektor interpretiert werden,
die Welle ist keine ebene Welle mehr, sondern eine so genannte inhomogene Welle, und
die formalen , Transversalititsbeziehungen“ n-a = 0, n-b = 0 driicken keinen an-
schaulichen Sachverhalt aus. Die Untersuchung der Frage, wie eine inhomogene Welle
ZUu interpretieren ist, muss von Fall zu Fall unter Beachtung der speziellen Form von n
durchgefiihrt werden.

e 1 =(0,0,1)

a

Vakuum Medium

Abbildung 2.13: Materieerfillter Halbraum

Im Folgenden soll nun n ein reeller Einheitsvektor sein, wir diskutieren also jene
speziellen Partikuldrlosungen, welche monochromatische fortschreitende ebene Wellen
sind. Um die physikalische Bedeutung der komplexen Kreiswellenzahl k(w) Gl. (2.107)
zu sehen und herauszufinden, wie die Wurzel aus der komplexen Grofse e(w) zu ziehen
ist, betrachten wir voriibergehend den Fall eines mit Materie erflllten Halbraumes bei
z > 0 (s. Abh. 2.13), in welchem sich eine von der Grenzfliche weglaufende ebene Welle
mit der Kreisfrequenz w in z-Richtung ausbreitet (n = (0,0, 1)).33 Wir schreiben nur das

32Beachte: Die Forderung an n lautet n? = n2 + nj + n = 1, nicht |ny|> + |ny|* + |n,|* = 1.

33Eine solche Welle bildet sich im Halbraum z > 0 aus, wenn aus dem Vakuum eine von duf3eren Quellen
bei z = —oo stammende monochromatische ebene Welle mit der Kreisfrequenz w senkrecht auf die
Grenzflache einfillt. Dabei wird die einfallende Welle teilweise in den Halbraum z < 0 reflektiert und
teilweise in den Halbraum z > O transmittiert. Hier werden nur die Eigenschaften der transmittierten
Welle untersucht.

141



Kapitel 2 Makroskopische Elektrodynamik

E-Feld an, das B-Feld erhalt man mit Gl. (2.109) und (2.99). Mit

k'(w) :=Rek(w), k"(w):=Imk(w) (2.110)

folgt dann o ,
E (r,t) = aelk(@z-wt) p=k"(@)z = 75 0, (2.111)

Es ist also fiir die im Komplexen zweideutige Funktion v/e(w) jener Wert zu nehmen, fir
den k"(w) > 0 ist. Wegen

¢(w):=Ree(w)>0, ¢£"(w):=Ime(w)>0 fir w>0 (2.112)

ist dies fiir w > 0 der Hauptwert (s. Abb. 2.14). Wie man analog zeigen kann, ist auch fir
w < 0 der Hauptwert zu wihlen.

RY &(w)
AN
&
N
Hauptwert
@\ e(w)
X
¢
¢ 2
-
g R
///
~
~
O'/
zweiter Wert
e(w)

Abbildung 2.14: Wurzel aus der komplexen
Dielektrizitdtsfunktion fiir positive Frequenz

Die Berechnung von k'(w), k”(w) liefert (s. Aufgabe E14)

(2.113)

K@) = \/s’(w) + \/s’zz(co) + ¢"2(w) % ’

E”(CO)

\/2[5’(0)) +e2(w) + £"2(w) ]

k”(co) —

ol8

(2.114)
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2.4 Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in einem Medium

Die Gleichung (2.111) beschreibt (zusammen mit dem entsprechenden Ausdruck fir
B.(r,t)) eine geddmpfte monochromatische fortschreitende ebene Welle. Wie man aus
den Beziehungen (2.109) sieht, handelt es sich um eine Transversalwelle. Diese Transver-
salwelle breitet sich mit der Phasengeschwindigkeit

c

\/s’(cu) +4/e2(w) + €"2(w)
2

Upn(®) = s =

(2.115)
c

Ve'(w)

in positive z-Richtung aus. Ihre Amplitude klingt durch Absorption bzw. durch Dissipati-
on von elektromagnetischer Feldenergie in z-Richtung auf der Distanz

1 \/2[5’(50) +4/e2(w) + £72(w) ] c
k"(w) - e"(w) 5

2

fir ¢"(w)<e'(w)

d(w) =

(2.116)
~ Zs%a())w) % fir ¢"(w) < ¢e'(w)
exponentiell auf den e-ten Teil ab. Diese Distanz wird als Eindringtiefe bezeichnet.

In Aufgabe E15 sind Phasengeschwindigkeit und Eindringtiefe fiir zwei spezielle Fille zu
berechnen.

Man sieht, dass k”(w) dann und nur dann null, also die Eindringtiefe d(w) dann und
nur dann unendlich ist, wenn ¢”(w) null ist. (Man sagt deshalb, dass ¢"(w) fiir die Ab-
sorption ,verantwortlich“ ist, obwohl die Eindringtiefe quantitativ durch £”"(w) und £'(w)
bestimmt ist.) Da ¢”(w) nur fiir einen Nichtleiter und w = 0 exakt null sein kann, erleiden
elektromagnetische Wellen beliebiger Frequenz in beliebigen Medien stets eine gewisse Extinktion.
Im Falle ¢"(w) < €¢'(w) ist die Abschwédchung aber so geringfiigig, dass man von ihr abse-
hen kann, wofern die von der Welle im Medium durchlaufene Strecke nicht zu lang ist
(z.B. Transmission durch eine Platte) bzw. wenn man im Experiment die Welle nur tiber
eine bestimmte Strecke ,verfolgt®.

Die Dispersion eines Strahlungspulses, welcher aus Teilwellen mit verschiedenen
Frequenzen aber gleicher Ausbreitungsrichtung zusammengesetzt ist, istnach GI. (2.115)
im Allgemeinen durch ¢'(w) und ”"(w) bestimmt. Nur in dem Fall, dass der Strahlungspuls
ausschliefslich Frequenzen aus Transparenzbereichen des Mediums enthélt, ist die
Dispersion durch ¢'(w) allein bestimmt.

2.4.1 Fortschreitende ebene Wellen und Wellenpakete in
mstransparenten Medien“

In diesem Abschnitt beschrianken wir uns auf den Fall vernachlissighbarer Absorption
bzw. Dissipation. Wir nehmen also an, das Medium sei ein Nichtleiter und alle in einem
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Strahlungspuls enthaltenen Frequenzen gehoren Transparenzbereichen der betrachteten
Substanz, d. h. Bereichen mit £"(w) < ¢'(w), an. Fiir die entsprechenden Frequenzen gilt

dann
gw)~elw), () =~0. (2.117)

Etwas missverstindlich spricht man von einem ,transparenten Medium®.

Fir das Folgende nehmen wir wieder an, dass das Medium den ganzen Raum erfiillt.
Mit (2.117) erhalten wir

E.(r,t) = aelk@r-wt) = B (r ) = nxye(w)E(r,t) (2.118)

it
m1 k(w) = k(w)n =+ e(w) %n, (2.119)
an=0. (2.120)

Fiihren wir wie im Fall des Vakuums zwei zueinander und zu n orthogonale Polarisa-
tionsvektoren e,, @ = 1,2, ein (s. die Abbildung 1.26 von Seite 91), so konnen wir den
komplexen Amplitudenvektor a wieder in der Form (1.319) schreiben. In der reellen
Schreibweise erhalten wir dann fiir die monochromatische fortschreitende ebene Welle
mit gegebener Ausbreitungsrichtung n und gegebener Kreisfrequenz w

E(r,t) = ) Eyq€ycos|k(w)-r—wt+68,], (2.121)
a=1,2

B(r,t) = n xy\/e(w)E(r,t). (2.122)

Fir den Kreiswellenzahlvektor k(w) gilt dabei die Beziehung (2.119), Phasengeschwin-
digkeit und Wellenldnge sind durch

C /1=2_7r C

ve(w) ’ @ \e(w)

gegeben. Da ¢(w) in Transparenzbereichen sowohl grofser als auch kleiner als eins sein
kann (s. z. B. die Abbildung 2.11 auf Seite 136), kann die Phasengeschwindigkeit kleiner
oder grofder als ¢ sein. Die Vektoren n, E, B bilden wie im Fall des Vakuums ein orthogo-
nales Dreibein (Rechtssystem), doch besitzen elektrische und magnetische Feldstdarke
verschiedene Betrage.

Was den Polarisationszustand einer monochromatischen ebenen Welle betrifft, gel-
ten die fir den Fall des Vakuums gemachten Aussagen (s. Seite 95) unverandert. Der
Ausdruck fiir die Intensitdt einer solchen Welle dndert sich aber, da im Medium E und B

Uph = (2.123)
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2.4 Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in einem Medium

verschiedene Betrige besitzen. Wie in Abschnitt 2.6 gezeigt wird, gilt fiir die elektroma-
gnetische Energiestromdichte im Medium die Formel

S(r,t) = % [Er,t) x H(r, 1)].

Da wir H(r,t) = B(r,t) gesetzt haben, folgt daraus fiir die monochromatische ebene
Welle

S(r,t) = —\/z(co)Ez(r Hn, (2.124)

und man erhélt fir die durch Gl. (1.301) definierte Intensitat anstelle von Gl. (1.302)

I= %\/s(a)) EX(r,t) = %\/s(a)) (B4 +E2). (2.125)

Wir bilden nun Uberlagerungen von monochromatischen ebenen Wellen mit ver-
schiedenen Frequenzen, wobei diese Frequenzen aber alle aus Transparenzbereichen
der betreffenden Substanz stammen sollen. Fir hinreichend niedrige Frequenzen ist
bei allen Nichtleitern die Dispersion vernachlassigbar34, und man kann ¢(w) = ¢ setzen,
wobei € die statische Dielektrizititskonstante bedeutet.

Kann die Dispersion nicht vernachlassigt werden, so stellen die monochromatischen
ebenen Wellen bereits die allgemeinsten periodischen ebenen Wellen dar. Nichtmono-
chromatische periodische ebene Wellen gibt es nur bei vernachléassigbarer Dispersion
(s. Aufgabe E16). Bei vernachlissigbarer Dispersion lautet die allgemeinste periodische
fortschreitende ebene Welle mit Ausbreitungsrichtung n

E(r,t) = Z eaz ED ¢ cos| lco(\/En t)+5g(l)], (2.126)

a=1,2 =1

B(r,t) cE(r,t). (2.127)

Die Amplituden E| EY o durfen nur fir solche I-Werte von null verschieden sein, fir wel-
che die Kreisfrequenzen lw zum Bereich mit vernachléssigbarer Dispersion gehoren.
Zeitliche Periode und Wellenldnge einer solchen Welle sind durch die Beziehungen

=22 1= vu (2.128)

w ® \[e
gegeben.

Die allgemeinste aperiodische fortschreitende ebene Welle mit Ausbreitungsrichtung
n lautet

34F{ir NaCl trifft dies — wie man aus Abb. 2.11 sieht — fiir w < 101! Hertz zu.
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E(r,t) = Z €, /dcu Ep(w) cos|k(w)-r — wt + §g(w)], (2.129)
a=1,2 o
B(r,t) = n x Z eafdwxle(w)EOa(w) cos[k(w)-r —wt + 5,(w)], (2.130)
a=1,2 o

mit k(w) gemais Gl. (2.119). Die Amplitudenfunktionen E,,(w) diirfen nur fir Kreisfre-
quenzen w aus Transparenzbereichen der Substanz von null verschieden sein. Sind die
Amplitudenfunktionen Ey,(w) nur fir hinreichend niedrige Kreisfrequenzen w von null
verschieden, sodass man die Dispersion vernachlissigen kann, so hat man es mit einem
nichtzerfliefsenden Signal zu tun, welches sich mit der Geschwindigkeit v = c/\/g <c
ausbreitet und in der Form

E(r,t) = 2 eafa(n-g—t),
=12 (2.131)
B(r,t) = n x\/¢ E(r,t)

geschrieben werden kann. Dabei stellen fi, f, aber nicht beliebige Funktionen dar. Die
Fouriertransformierten von fi, f, durfen nur fiir Frequenzen aus dem Bereich vernach-
lassigharer Dispersion von null verschieden sein.

In Abschnitt 2.6 werden wir zeigen, dass die elektromagnetische Energiedichte im
Medium bei vernachlissigbarer Dispersion durch

et (r,0) = o= [ B2, 1) + %Bz(r, 0] (2.132)

gegeben ist. Bei vernachlissigbarer Dispersion gilt daher fiir eine periodische oder aperi-
odische ebene Welle wie im Vakuum?®, dass elektrische und magnetische Energiedichte
gleich grof? sind.3®

Bei Vorhandensein von Dispersion haben die Partialwellen verschiedene Phasenge-

schwindigkeit c

Ve(w) ’

laufen also ,,auseinander” (werden vom Medium dispergiert), und das aperiodische
Signal zerfliefst.

Zur Beschreibung von realistischen Ausbreitungsvorgingen muss man Uberlagerun-
gen von ebenen Wellen verschiedener Ausbreitungsrichtungen n, sogenannte Wellenpa-
kete, bilden:

Uph = Uph(c‘)) = (2.133)

35Wir haben u = 1 gesetzt.
36Muss die Dispersion berticksichtigt werden, so sind die energetischen Betrachtungen wesentlich kom-
plizierter (s. Abschnitt 2.6).
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E(r,t) = f d3k Eyq(k) cos k r—o(k)t+ 5a(k)] (2.134)

a=1 2R3

B(r,t) = f d3k —x\/s(w(k an(k))cos[k r— k)t + 0, (k)] (2.135)
a=1,2

R3

mit Ey,(k) L k, a =1,2. Die Funktion w(k) ist implizit durch
k = k(w) = Ve(@) % —  w=awk) (2.136)

definiert. Ferner diirfen die Amplitudenfunktionen E,(k) nur fiir solche k-Vektoren von
null verschieden sein, fir die w(k) einem Transparenzbereich der Substanz angehort. Bei
Vorliegen von Dispersion zerfliefdt ein solches Wellenpaket nicht nur dadurch, dass es
Partialwellen enthilt, welche in verschiedene Richtungen ,Jaufen®, sondern auch dadurch,
dass aufgrund der Frequenzabhéngigkeit der Phasengeschwindigkeit Partialwellen glei-
cher Ausbreitungsrichtung ,,auseinander laufen®

2.5 Grenzbedingungen fiir die makroskopischen Felder

Ist # die Grenzfliche zwischen zwei Medien, so dndern sich die Materialeigenschaf-
ten beim Durchtritt durch # unstetig. Unter der Wirkung eines angelegten elektroma-
gnetischen Feldes kann es als Folge der unterschiedlichen Materialeigenschaften zur
Ausbildung einer zundchst noch unbekannten (,,induzierten®) Flichenladungs- und Fld-
chenstromverteilung auf ¥ kommen. Auf # kénnen aufserdem aufsere Quellen vorgegeben
sein. Wir nehmen im Folgenden an, dass keine dufseren Flichenquellen existieren. (Sind
aufdere Flachenquellen vorhanden, muss man sie lediglich in den entsprechenden Grenz-
bedingungen additiv hinzunehmen.) Die Flichenquellen gehen in die Grenzbedingungen
fur die makroskopischen Felder langs # ein. Feld- und Materialgleichungen in den bei-
den Medien gestatten dann zusammen mit den Grenzbedingungen die Bestimmung
der Feldstarken E, B, D und H in den beiden Medien sowie die Berechnung der auf &
»induzierten“ Flachenquellen.
Wir verwenden folgende Bezeichnungen (s. die Abbildungen 2.15 bis 2.17):

n4(r) Flichennormalvektor (Einheitsvektor) im Flaichenpunkt r
(Konvention: positive Orientierung vom Medium 2 zum Medium 1)

Iy Tangentialebene von # im Flaichenpunkt r

df infinitesimales Flachenstlick auf # um den Flachenpunkt r
dl infinitesimales Kurvenstiick auf # durch den Flachenpunkt r
n in J; liegender Normalvektor (Einheitsvektor) des auf &

liegenden Kurvenstiickes dl im Flichenpunkt r
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¥

Abbildung 2.15: Grenzflache zwischen zwei Medien

K(r,t) \

Abbildung 2.16: Zur Definition Abbildung 2.17: Zur Definition
der Flachenladungsdichte der Flachenstromdichte
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2.5 Grenzbedingungen fiir die makroskopischen Felder

Abbildung 2.18: Normal- und Tangenti-
alkomponente eines Vektorfeldes in
einem Punkt r der Grenzflache

Fir das Folgende bendétigen wir einige Begriffe, die wir nun definieren.

Die Flichenladungsdichte o stellt ein auf der Grenzflache F definiertes Skalarfeld dar3?,
wobei o(r,t) df die Gesamtladung auf df in r € F zum Zeitpunkt ¢t bedeutet (siehe
Abb. 2.16).

Die Flichenstromdichte K stellt ein auf der Grenzfliche # definiertes Vektorfeld dar,
wobei K(r, t) nur Komponenten in J; besitzt3®, und K(r,t)-ndl die Gesamtladung be-
deutet, welche das auf F liegende, durch den Flichenpunkt r hindurchgehende, zum
Einheitsvektor n senkrechte Kurvenstiick dl zum Zeitpunkt ¢t in der Zeiteinheit netto
durchsetzt (sieche Abb. 2.17).

Wir betrachten nun ein Vektorfeld a(r,t), welches im gesamten Raum definiert ist.
Sind die Komponenten dieses Vektorfeldes beim Durchtritt durch die Grenzflache ¥
stetig, so kann man die vektorielle Tangential- und Normalkomponente des Vektorfeldes
a(r,t) in einem Flichenpunkt r durch

a,(r,t) = [a(r,t) - nxr)|nsr) = ay(r,t) ns(r), (2.137)

re¥

ai(r,t) = a(r,t) —ay(r,t), (2.138)
definieren (s. Abb. 2.18). Sind Komponenten von a(r, t) beim Durchtritt durch die Grenz-
flaiche # unstetig oder will man erst untersuchen, ob Stetigkeit oder Unstetigkeit vorliegt,
so muss man anmerken, ob man den Wert der Normal- und Tangentialkomponente
im Grenzfall des Heranriickens des Aufpunktes an den Punkt r der Grenzfliche vom
Medium 1 her oder vom Medium 2 her meint. Man schreibt dann a; ,(r,t), a; (v, t) bzw.
a2,n(r’ t)’ aZ,t(r’ t)-

37Die Funktion o(r, t) ist also von vornherein nur fiir Punkte » € F definiert. (Um die Méglichkeit der
Verwechslung mit der ebenfalls mit o bezeichneten Leitfidhigkeit auszuschliefsen, schreiben wir bei
der Flichenladungsdichte immer die Argumente dazu.)

38Die Vektorfunktion K(r, t) ist also von vornherein nur fir Punkte r € F definiert und besitzt im Fla-
chenpunkt r definitionsgemaifs nur Komponenten in der Tangentialebene von F.
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Fir die Zwecke dieses Abschnittes ist es vorteilhaft, die Feldgleichungen in jener
Form zu verwenden, bei welcher der , Leitungsstrom® explizit ausgewiesen, also nicht
in 0P/dt ,hineingesteckt® ist. Sind im Endlichen keine dufseren Quellen vorhanden, so
lauten dann die Feldgleichungen®:

divD(r,t) = 4np(r,t), (2.139)

divB(r,t) = 0, (2.140)
_ _ 10B(r,1)

rotE(r,t) = PR (2.141)

18D(r, 1)

rot H(r, 1) 47” jorn+ - (2.142)

Diese Feldgleichungen gelten nicht nur im Inneren der Medien 1 und 2, sondern auch
auf der Grenzflache #, wofern man eventuell auf # vorhandene Flichenladungen und
Flachenstrome in p(r, t) bzw. in j(r,t) als langs F 3-formig singulére Beitrage berticksich-
tigt. Wir wahlen diese Vorgangsweise, da es dann einfacher ist, die Grenzbedingungen
abzuleiten. Hat man die Grenzbedingungen gefunden, so kann man diese -formig singu-
laren Terme in p(r,t) bzw. j(r,t) wieder weglassen. Man l6st dann das System der Feld-
und Materialgleichungen im Inneren des Mediums 1 bzw. des Mediums 2 und verkniipft
die erhaltenen Losungen mithilfe der Grenzbedingungen langs F. Feld- und Materialglei-
chungen legen zusammen mit den Grenzbedingungen die Gesamtlosung eindeutig fest. Da wir bei
der Ableitung der Grenzbedingungen nicht von Materialgleichungen Gebrauch machen,
gelten die Grenzbedingungen fiir die Grenzflachen beliebiger Medien, d. h. sie sind im
konkreten Fall hochstens noch zu spezialisieren; beispielsweise kann ein Leitungsstrom
auf # nur flieRen, wenn eines der Medien ein so genannter idealer Leiter ist.*° Wie man
zeigen kann, besitzen die Grenzbedingungen fur Grenzflachen beliebiger Geometrie die
Form

Dy n(r,t) = Dy (1, t) = 4mo(r,t), (2.143)
Bun(r.t) = Byn(r,t) = 0, (2.144)

r € F, Vt.
ng(r) x [Ey4(r,t) — Ex4(r,t)] = 0, (2.145)
ng(r) x [Hy (r,t) — Hy(r,t)] = 4?7TK(F, t), (2.146)

39Da wir die Grenzbedingungen fiir den allgemeinsten Fall ableiten wollen, setzen wir vorlaufig noch nicht
p(r,t) =0und H(r, t) = B(r, t).
40Formal wird der ideale Leiter durch die Leitfihigkeit ¢ = +o0o beschrieben. Gilt fir die betrachteten
aro . . . .
Frequenzen — > 1, so kann man einen Leiter als idealen Leiter behandeln.
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Einen Ausdruck fiir den Sprung der Tangentialkomponenten selbst erhélt man, indem
man in den Beziehungen (2.145), (2.146) das dufsere Produkt mit dem Flachennormal-
vektor n#(r) bildet:

E,((r,t) — Ey(r,t) = O, (2.147)
4 r e F, Vt.
Hy(r, ) — Hyy(r,f) = —-K(r.0) x ng(r), (2.148)

Die Grenzbedingungen lassen sich in einer zu den Feldgleichungen (2.139) bis (2.142)
formal analogen Form anschreiben, wenn man die (nur fiir Punkte der Grenzflache
definierten) Grofsen

Div a(r,t) := ny(r)-[a,(r, t) — ay(r,1)], (2.149)
re’f
Rota(r,t) = nz(r) x [a,(r,t) — ay(r, )] (2.150)

bentitzt, welche als Flichendivergenz bzw. als Fldchenrotor des Vektorfeldes a(r,t) auf
bezeichnet werden.

Fiir unsere Zwecke sehen wir diese Beziehungen als Definitionsgleichungen von Div a und Rot a
an. In Wirklichkeit handelt es sich dabei lediglich um Formeln fiir die Berechnung dieser Grofsen,
wiahrend die eigentlichen Definitionen Grenziiberginge beinhalten, wie dies auch bei diva und
rota der Fall ist. Flichendivergenz und Flichenrotor kommt fiir flichenhaft verteilte Quell-
und Zirkulationsdichten eine physikalisch gleiche Bedeutung zu wie (Volums-)Divergenz und
(Volums-)Rotor fiir riumlich (iber Volumsbereiche) verteilte Quellen und Wirbel.

Die Grenzbedingungen fir die makroskopischen Feldstirken schreiben sich dann in
der Form:

DivD(r,t) = 4mo(r,t), (2.151)
DivB(r,t) =0, (2.152)
r € ¥, Vt.
RotE(r,t) =0, (2.153)
47
RotH(r,t) = ?K(r, t), (2.154)

Die angeschriebenen Grenzbedingungen gelten fiir beliebige Grenzflachen, wir werden
sie der Einfachheit halber aber nur fiir ebene Grenzflichen beweisen. Fir eine ebene
Grenzflache ist bei Wahl des Koordinatensystems gemaéfs Abb. 2.19 der Flaichennormal-
vektor in allen Flachenpunkten gleich und durch n4(r) = ny = e, gegeben. Flachen-
punkte besitzen Ortsvektoren der Form r = (x,y,0), und fir Normal- und Tangential-
komponente eines Vektorfeldes a(r,t) in einem Flichenpunkt gilt

a,(x,y,t) = ay(x,y,0,t)e, = ay(x,y,t)e,, (2.155)
a(x,y,t) = ay(x,y,0,t) ey +ay(x,y,0,t)e,. (2.156)
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Abbildung 2.19: Wahl des Koordinatensystems fiir eine ebene Grenzflache F

Befinden sich auf dieser Grenzfliche flichenhaft verteilte Ladungen, wobei o(x, y, t)
die entsprechende Flachenladungsdichte ist, so kann man die Flichenladungen in der
Volumsladungsdichte p(r, t) als langs der Grenzflache 6-férmig singuldren Beitrag be-
rlicksichtigen, indem man

p(r,t) = po(r,t) + o(x,y,t)d(z) (2.157)

schreibt. Dabei soll py(r,t) eine fiir z = 0 beschriankte ,,echte” Volumsladungsdichte
sein.*! Hier und in der Folge unterstreichen wir fiir z = 0 beschrankte Terme einfach
und fiir z = 0 singuldre Terme zweifach.

Berechnet man mit dem Ausdruck (2.157) die Gesamtladung fiir das in Abb. 2.20
gezeichnete Zylindervolumen AV = A f Ah, so erhidlt man wie erforderlich

q(AV;t) = fd3rp(r, t) = fd3r,o0(r, t) +ffdxdya(x,y, t)fdz d(z)
AV AV Af _2n
= [@roor0+aasin.
AV
Analog hat man
j@r,t) = jo(r,t) + K(x,y,t)d(z) (2.158)

mit

4INormalerweise hat man py(r,t) = 0.
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ng

. DB

Abbildung 2.20: Zur formalen Beschreibung einer
Fliachenladungsdichte als Raumladungsdichte

K(x,y,t) = Ki(x,y,t) = K(x,y,t) ex + Ky (x, y, ) ey. (2.159)

Eine ,div-Feldgleichung® mit flaichenhaft verteilten Quellen auf der Fliche z = 0
besitzt die mathematische Form

. _ 5ax aay 6az _
diva = ¥~ + 5 + 3 = f(x,y,2,1t)
— (2.160)

g(x,y, Z, t) + h(x, Y, t) 6(Z) s

wobei g(x, y, z, t) voraussetzungsgemafs fiir z = 0 beschrinkt ist. Die einfach unterstri-
chenen Ableitungen auf der ,linken*“ Gleichungsseite miissen fiir z = 0 beschrankt sein
(Fortschreiten in x- bzw. in y-Richtung innerhalb des Mediums 1 oder innerhalb des
Mediums 2), es muss daher da,/dz fir z = 0 §-formig singulér sein, wofern h(x, y,t) im
Punkt r = (x,y,0) fiir den betrachteten Zeitpunkt ¢t von null verschieden ist. Daraus
folgt ein Sprung der z-Komponente (Normalkomponente) von a auf F, welcher durch
h(x,y,t) gegeben ist: Integration von Gl. (2.160) tiber z von —¢ bis +¢ und Durchfiihrung
des Grenziiberganges ¢ — 0+ liefert ndmlich

+& a +&
. da, a, . da,
gl—lf(ﬁ dz( ox + éy) + sl—lf(l)zr dz o0z
0 az(x,y,e,t) —ay(x,y,—¢,t)
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+¢ +e
= lim |dzg(x,y,z,t) + h(x,y,t) lim fdz 3(2),
-0+ =0+
—& —&
N —
0 1
also
Diva = ay,(x,y,0,t) — ay ,(x,y,0,t) = h(x,y,t), Vx,y,t. (2.161)

Anwendung auf die Elektrodynamik (siehe GI. (2.151) und Gl. (2.152)):
a f g h
D 4rp A4Ampy 4mo
B 0 0 0

DivD = Dy ,(x,y,0,t) = D, ,(x,y,0,t) = 4ma(x,y,t), (2.162)
VX, y,t.
DivB = B, ,(x,y,0,t) — B, ,(x,y,0,t) = 0, (2.163)
Damit sind die Grenzbedingungen (2.143), (2.144) fiir ebene Grenzflichen bewiesen.
Analog: Eine ,rot-Feldgleichung“ mit flichenhaft verteilten Wirbeln (Quellen der
Zirkulation) auf der Flache z = 0 besitzt die mathematische Form

_ (da, Oay da, Oda, day, da,
rota = (G2 -5 )e+ (- F)e+ (T —5))e
oy 9z oz 9 ox 9
= k(x,y,z,t) = l(x,y,z,t) + m(x,y,t)d(z) (2.164)

L(x,y,2,0) + my(x,y,t) 8(z) ex + my(x,y,t)5(2)e,,

wobei l(x, y, z, t) voraussetzungsgemafs fiir z = 0 beschrénkt ist. Integration von (2.164)
tiber z von —¢ bis +¢ und Durchfithrung des Grenziiberganges ¢ — 0+ liefert

—ay,y(x,,0,1) + a5 (X, y,0,8) = my(x,y,t), Vot (2.165)
a1x(X,¥,0,0) — ay x(X,,0,8) = my(x,y,t), h (2.166)
Diese Beziehungen kann man in der Form
e;x [ay(x,y,1) —ay(x,y,1)] = m(x,y,t), Vx,yt (2.167)
zusammenfassen, denn mit (Argumente weggelassen)
a; = a;xex+a ey, ;= ayxex+ayye,
folgt
e;x[a—ay] = (ax— az,x)(ez: ey) + (a1, — azy)(e; xey) = mye, +mye,,.
y —€x

Anwendung auf die Elektrodynamik:

154



2.6 Elektromagnetische Energiedichte und Energiestromdichte im Medium

a k 1 m
10B 10B
E oo et 0
cJd T cJoT TG c
RotE = e, x [Ey((x,y,t) — Ey((x,y,1)] = 0, (2.168)
4 VX, y,t.
RotH = e, x [Hy ((x,y,t) — Hy (X, y,1)] = %K(x, V1), (2.169)

Damit sind auch die Grenzbedingungen (2.145), (2.146) fiir ebene Grenzflichen bewie-
sen.

2.6 Elektromagnetische Energiedichte und
Energiestromdichte im Medium

Im Vakuum gilt H = B und somit
c c

Um einen Ausdruck fiir die Energiestromdichte im Medium zu erhalten, betrachten
wir eine Grenzfliche # zwischen Vakuum und Medium (s. Abb. 2.21). Fliefst auf der
Oberfliche des Mediums kein Flichenstrom (K = 0)*2, so wird in der Grenzfliche keine
Energie dissipiert (entsteht in der Grenzflache keine joulesche Wiarme), und es muss aus
Griinden der Energieerhaltung die Normalkomponente von § auf ¥ stetig sein. Wegen

axb = (anxbn)+(anxbt)+(atxbn)+(atxbt)

0 (axb), (axb),
gilt nun einerseits (Index 1 Vakuum)

Sin(r,t) = = [Ev (0 xHi(r0], res (2.170)
und andrerseits muss aufgrund der Grenzbedingungen (2.147), (2.148) (Index 2 Medium)
Ei(r,t) = Ey¢(r,t),  Hy(r,t)=Hy(r,t), reF Vvt (2.171)

gelten. Daraus folgt fiir die Normalkomponente der elektromagnetischen Energiestrom-
dichte auf der dem Medium ,,zugewendeten Seite” der Grenzflache F

c
Son(r,t) = E[Ez,t('", ) xHyy(r,t)], res (2.172)

42Djes ist sicher der Fall, falls das Medium kein idealer Leiter ist.
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1 Vakuum

2 Medium

.,

Abbildung 2.21: Grenzflaiche Vakuum-Medium

Was die Tangentialkomponente der Energiestromdichte auf der dem Medium ,,zugewende-
ten Seite“ der Grenzflache # und die gesuchte Energiestromdichte im Medium betrifft,
so kann man aus der Energieerhaltung fiir die Grenzflache zwar nichts schliefsen, es liegt
aber nahe, fiir die elektromagnetische Energiestromdichte im Medium

S(r,0) = o [E(r, ) x H(r, )] (2.173)

anzunehmen. Es folgt dann ndmlich einerseits Gl. (2.172), und dartber hinaus geht der
Ausdruck fiir H = B wieder in den Ausdruck fiir das Vakuum tber. Wie man zeigen
kann*? gibt Gl. (2.173) tatsachlich den richtigen Ausdruck fiir die Energiestromdichte
im Medium, und zwar auch fiir ideale Leiter mit K # 0. Im letzteren Fall kommt es zwar
in der Grenzflache zur Dissipation von Energie, sodass S, = ;- (E; x Hy) auf & einen
endlichen Sprung besitzen muss, doch wird der erforderliche Sprung von §,, gerade
durch den Sprung von H; ,geliefert”, welcher sich aus der Grenzbedingung (2.148) ergibt.

Mit dem Ausdruck (2.173) fiir die elektromagnetische Energiestromdichte im Medium
erhalten wir fir die in der Zeiteinheit aus einem festen Volumsbereich V ausstromende
elektromagnetische Feldenergie

9Sdf-s = fd3r divs = fd%% div(E x H)
F(V) v v (2.174)

_ 3. © (g. _E.
= fd e (H-rotE —E-rotH).
v

43Siehe dazu § 29 und § 61 von Landau, L. D., und E. M. Lifschitz: Elektrodynamik der Kontinua. Bd. VIII
des Lehrbuches der Theoretischen Physik. Verlag Harri Deutsch, Frankfurt am Main 1990.
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2.6 Elektromagnetische Energiedichte und Energiestromdichte im Medium

Einsetzen der Feldgleichungen (2.141), (2.142) liefert

S =— 3p L d_D a_B — 3, 4.
Sﬁdfs_ fd r47_[<E - +H at) drj E. (2.175)
F(V) v v

Dies stellt zweifellos eine Energiebilanz dar. Von den Termen auf der ,rechten Gleichungs-
seite lasst sich allerdings fiir allgemeine Materie (d. h. ohne spezielle Annahmen iiber die
Form der Materialgleichungen) nur der letzte unmittelbar physikalisch interpretieren:
Er beschreibt die im Volumsbereich V zum betreffenden Zeitpunkt in der Zeiteinheit im
Zusammenhang mit der elektrischen Stromleitung auftretende joulesche Wirme, und die
Grofse j(r,t)-E(r,t) wird entsprechend als joulesche Warmeleistungsdichte bezeichnet.
Der ,Rest” kann noch weitere Dissipationsterme und mehrere Arten von Energiedichten
und Energiestromdichten enthalten. In Materie gibt es eine Anzahl dissipativer Prozesse,
bei denen Wiarme entsteht. Neben der jouleschen Warme, die wir schon ,,abgesondert*
haben, kénnen noch Umpolarisierungs- und Ummagnetisierungsverluste auftreten. In
inhomogener Materie kommt es dadurch zur Warmeleitung sowie zu Spannungen und
Deformationen. Ferner gibt es in inhomogener Materie noch durch das elektromagneti-
sche Feld unmittelbar bedingte mechanische Spannungen und Deformationen (Elektro-
und Magnetostriktion). Es gibt also i. Allg. durch #(V) auch einen Warmestrom und einen
Materiestrom. Alle diese Beitrédge sind in

3,1 (. 0D .. OB
fd r4n(E - +H at) (2.176)
v

yversteckt”. Um sie zu identifizieren, muss man vom Energieerhaltungssatz der mikro-
skopischen Elektrodynamik ausgehen und daraus durch geeignete Mittelungsprozesse
einen makroskopischen Energieerhaltungssatz ableiten.** Eine willkiirfreie Trennung
in ,,Feldanteile” und ,Materieanteile“ ist dabei nicht moglich, da die makroskopischen
Feldstarken zumindest indirekt tiberall eingehen. Eine makroskopische elektromagneti-
sche Feldenergiedichte lasst sich als thermodynamisch sinnvolle Grofse iberhaupt nicht
allgemein definieren.*®

Einfache Verhiltnisse, fiir die man den Ausdruck (2.176) unmittelbar physikalisch
interpretieren kann, liegen vor, wenn die Materialgleichungen

D(r,t) =cE(r,t), H(r,t)= %B(r, t), j@r,t)=0E(r,t) (2.177)

44Da die mikroskopischen Ausdriicke fiir die elektromagnetische Energiedichte und Energiestromdichte
in den mikroskopischen Feldstarken nicht linear sind, 1dsst sich die Mittelung nicht so einfach durch-
fiihren wie bei der Ableitung der makroskopischen Feldgleichungen in den Abschnitten 2.1, 2.2. Siehe
dazu De Groot, S. R.: the maxwell equations (non-relativistic and relativistic derivations from electron
theory). North Holland, Amsterdam 1969.

45Sjehe § 61 von Landau, L. D., und E. M. Lifschitz: Elektrodynamik der Kontinua. Bd. VIII des Lehrbuches
der Theoretischen Physik. Verlag Harri Deutsch, Frankfurt am Main 1990.
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gelten, und wenn das Medium auf konstanter Temperatur gehalten wird (Abfuhr der joule-
schen Warme).#® Man hat dann

oD OB 13

Es 85 =25

(eE? + uH?),

und die Beziehung (2.175) lasst sich Term fiir Term physikalisch interpretieren.

Energieerhaltungssatz

Unter der Voraussetzung, dass die Materialgleichungen (2.177) gelten, und
das Medium auf konstanter Temperatur gehalten wird, besteht fiir ein fes-
tes MaterievolumenV die folgende Energiebilanz: Die im VolumsbereichV
vorhandene elektromagnetische Feldenergie nimmt in der Zeiteinheit um
den Energiebetrag ab, der netto in der Zeiteinheit in Form von elektroma-
gnetischer Feldenergie durch die Oberflache #(V) ausstromt bzw. in der
Zeiteinheit in Form von joulescher Warme im Volumsbereich V dissipiert
wird.

Mathematisch angeschrieben:

_% /d3rue1m(r, t) = ¢ df -S(r,t) + fd3rq(r, t). (2.178)
12 F(V) v
Dabei ist 1
Ueim(r,0) = o [eEX(r, 1) + pH(r,1)] (2.179)

die elektromagnetische Energiedichte im Medium,
c
S(r,t) = E[E(r, t)x H(r, t)] (2.180)
die elektromagnetische Energiestromdichte im Medium und

q(r,t) = j(r,t)-E(r,t) = jz(:’ D _ 6B 1) (2.181)

die joulesche Wiirmeleistungsdichte.

46Beachte, dass ¢, 4 und ¢ temperaturabhingig sind. Anderung der Temperatur wiirde eine Anderung
dieser Materialgrofsen mit der Zeit bedeuten.
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2.7 Reflexion, Brechung und Totalreflexion an einer ebenen Grenzfliche

2.7 Reflexion und Brechung bzw. Totalreflexion
an einer ebenen Grenzflache

Wir betrachten eine ebene Grenzfliche zwischen zwei Medien. Fiir beide Medien sei fiir
die auftretenden Feldstdrken die lineare Materialgleichung (2.85) anwendbar, ferner soll
man fir beide Medien H(r,t) = B(r,t) bzw. u = 1 setzen konnen. Im Medium 1 befinde
sich ,,im Unendlichen® eine ,,Lichtquelle” (Strahlungsquelle), von der eine vorgegebene
monochromatische ebene Welle auf die Grenzfliche einfalle. Beide Medien seien fiir die
betreffende Frequenz transparent.

Die einfallende ebene Welle besitzt dann (in komplexer Schreibweise) die Form

E®wr, 1) = a exp[i(k(w)-r — wt)], (2.182)

DO, 1) = £,(0)EL 1), (2.183)

BOr,t) = n x\e (@) E®r,t) = HOr, 1), (2.184)

k(@) = Ve (@) < n, (2.185)

a=) €a,=) €Fe. (2.186)
a=1,2 a=1,2

Dabei ist ;(w) = Reg;(w) der Wert der Dielektrizitdtsfunktion des Mediums 1 fiir die
betreffende Frequenz, und €, €,, n ist ein orthonormiertes Dreibein (Rechtssystem).

Die Grofsen w, n und a werden als vorgegeben angesehen. (Sie sind durch die , Licht-
quelle® bestimmt.) Es missen in beiden Medien die Feld- und Materialgleichungen und
auf der Grenzfliche die Grenzbedingungen (2.143) bis (2.146) (mit o(r,t) = 0, K(r,t) = 0)
erflillt werden. Wir machen fir die makroskopischen Felder in den beiden Medien einen
Ansatz, mit dem Ziel, alle diese Bedingungen zu erfiillen.

Da die Fouriertransformation eine lineare Transformation ist, und da Feldgleichun-
gen, Materialgleichungen und Grenzbedingungen in den Feldstarken linear sind, miissen
die Gesamtfelder in beiden Medien zeitlich harmonisch mit der Kreisfrequenz w der
einfallenden Welle sein: Es muss Gleichheit der Frequenzen aller Teilwellen in beiden
Medien bestehen. Da wir es im Folgenden stets nur mit dieser einen festen Kreisfrequenz
w zu tun haben, schreiben wir zur Vereinfachung der Formeln statt ¢;(w), £,(w) einfach
€1, &. Mit g, &, sind also in der Folge nicht die statischen Dielektrizititskonstanten der
Medien gemeint, sondern die Werte der Dielektrizitdtsfunktionen fiir die Kreisfrequenz
w, welche sich von den statischen Werten erheblich unterscheiden konnen. (Siehe z. B.
die Abbildung 2.11 auf Seite 136.)
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Ansatz fir das Medium 1:

Eq(r,t) = Er,0) + EX(r,t)
(2.187)
= aexpli(y/e nr—wt)]+aexp[(\/_—n r—ot)],
Dy (r,t) = 6 E,(r,t) = g ée)(r, t)+¢e gr)(r, t)
(2.188)
= DO, ) + DEO(r, 1),
B.(r,t) = nx \/5_1E((;e)(r, t) + n'x \/s—lE((;r)(r, )
(2.189)
= B, )+ BO(r,t) = Ho(r,0).

Die Grofsen w, n und a sind vorgegeben, die Beziehung a-n = 0 ist aufgrund von Gl. (2.186)

erfiillt. Die Grofsen n/, @’ sind komplexe Vektoren, welche die Bedingungen
n’=1, a-n=0 (2.190)

erfullen miissen, dariiber hinaus aber noch unbestimmt sind (freie Parameter des An-
satzes).

Ansatz fir das Medium 2:

Eq(r,t) = a"exp|i(y/e; % n'-r—owt), (2.191)

D, (r,t) = 6E(r,t), (2.192)

Boy(r,t) = n"x\[e; Ecy(r,t) = Hep(r,t). (2.193)

Die Grofsen n”, a” sind komplexe Vektoren, welche die Bedingungen
n?=1, a"n" =0 (2.194)

erfiillen miissen, dariiber hinaus aber ebenfalls noch unbestimmt sind.

Von den Vektoren n’ und n” wird zundchst noch nicht angenommen, dass sie reelle
Komponenten besitzen miissen, von den entsprechenden Teilwellen wird also nicht
von vornherein angenommen, dass es sich um ebene Wellen handeln muss. Es wird sich
zeigen, dass die reflektierte Welle stets eine gewohnliche ebene Welle ist (n’ reeller Ein-
heitsvektor, welcher die Ausbreitungsrichtung angibt), wihrend die Welle im Medium 2
auch eine inhomogene Welle sein kann (n” komplexer Einheitsvektor). Letzterer Fall liegt
bei Totalreflexion vor, wihrend im Falle der Lichtbhrechung auch die Welle im Medium 2 eine
gewoOhnliche ebene Welle ist (n” reeller Einheitsvektor, welcher die Ausbreitungsrichtung
angibt). Wir werden uns mit diesen beiden Fillen ausfiihrlich befassen.
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2.7 Reflexion, Brechung und Totalreflexion an einer ebenen Grenzfliche

Aus den Untersuchungen von Abschnitt 2.4 wissen wir: E2, D, B erfiillen die

Feld- und Materialgleichungen im Medium 1, dasselbe gilt fiir E&, D&, B, wofern nur
die Grofsen n’, a’ die Nebenbedingungen (2.190) erfiillen. Wegen der Linearitit der Feld-
und Materialgleichungen erfillt damit auch E.;, D, B.; die Feld- und Materialgleichun-
gen im Medium 1. Ebenso erfiillen E.,, D, B., die Feld- und Materialgleichungen im
Medium 2, wofern nur n”, a’ die Nebenbedingungen (2.194) erfiillen.

Zu zeigen bleibt, dass der Ansatz auch die Erfiillung der Stetigkeitsbedingungen in der
Grenzebene gestattet, d. h. dass sich bei Einsetzen in die Stetigkeitsbedingungen erstens
kein Widerspruch ergibt und zweitens Beziehungen resultieren, welche die eindeutige

Bestimmung von n’, a’, n”, a” bei vorgegebenem w, n, a gestatten.

2.7.1 Reflexions- und Brechungsgesetz

Wir wihlen das Koordinatensystem so (s. Abb. 2.22), dass die xy-Ebene mit der Grenzebe-
ne F zusammenfillt, ny = e, gilt, und die zx-Ebene mit der Einfallsebene (Ebene von n
und ny) zusammenfillt. Die x-Achse wird so orientiert, dass n, > 0 gilt. Der Einfallswinkel
a ist dann gemifd a € [0, 7) eingeschrankt. Driickt man den Ausbreitungsvektor der
einfallenden Welle durch den Einfallswinkel aus, so hat man

n =(sina,0,—cosa). (2.195)
-z
<
1 7 \ n
g
// x 4
/ n
!
(R T
0
G
2

Abbildung 2.22: Wahl des Koordinatensystems

Die Stetigkeitsbedingungen lauten dann:

Dcl,z = Dcz,z s Bcl,z = Dc2,z 5
Ecl,x = Lo x Bcl,x = Dc2,x » A4 X, Y, t; z= 0. (2196)
Ecl,y = Lc2,y> Bcl,y = DBc2,y>
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Wegen des gemeinsamen Faktors e~! in allen Feldkomponenten sind die Stetigkeits-
bedingungen (2.196) fiir alle Zeiten erfillt, falls sie fiir t = 0 erfiillt sind, d. h. falls gilt:

Dcl,z = Dcz,z s Bcl,z = Dc2,z 5
Eiqx = Eox, B x = Beox s Vx,y,z=0, t=0. (2.197)
Ecl,y = LEe2y> Bcl,y = Bc2,y»

Jede dieser sechs Bedingungen hat mathematisch die Form
Aexp [l\/E_l% nyx| + Bexp|iye % (nyx +npy)|
® Vx,y (2.198)
= Cexp[i\/s_zz (nyx+nyy)],

mit A, B, C € C. Notwendig (nicht hinreichend) fiir die Erfiillung der Stetigkeitsbedingun-
gen (2.197) ist daher

. .. 3
) ny=ny=0, i) ny=ny, iii) nfy=,/=2n,. (2.199)
ny

Mit den Bedingungen i) und ii) folgt aus n> = 1, n’? = 1 (siehe Gl. (2.190))

1 =ni+n}+ni=nl+n?+n? = ny= D n, (reell).

——

0 nz o

Aus physikalischen Grinden ist das untere Vorzeichen zu wéahlen, und somit folgt, dass

n' = (ny, ny, nz) = (ny, 0, —n;) (2.200)

gelten muss.

Dies ist das Reflexionsgesetz. Die reflektierte Welle ist eine gewohnliche ebene Welle
mit der Ausbreitungsrichtung n’ = (n,, 0, —n,). Fihrt man geméaf Abb. 2.23 neben dem
Einfallswinkel o den Reflexionswinkel o’ ein, so kann man das Reflexionsgesetz (2.200)
folgendermafSen ausdriicken:

Reflexionsgesetz

Die reflektierte Welle ist eine ebene Welle. Thre Ausbreitungsrichtung n’
liegt in der Einfallsebene (Ebene von n und ng), der Reflexionswinkel ist
gleich dem Einfallswinkel:

'=aqa. (2.201)
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Abbildung 2.23: Zum Reflexions-
gesetz (a’ Reflexionswinkel)

Bisher haben wir nur notwendige Bedingungen fir die Erfiillung der Stetigkeitsbe-
dingungen ausgewertet. Die daraus folgenden Aussagen haben insofern vorlaufigen
Charakter, als noch zu zeigen bleibt, dass durch den Ansatz ein hinreichender Satz von Be-
dingungen widerspruchsfrei erfillt werden kann. Es wird sich zeigen, dass dies zutrifft.

Fir die weitere Rechnung empfiehlt es sich, fir n, n’ die Ausdriicke

n = (sina,0,—cosa), (2.202)

n' = (sina’,0,cosa’) = (sina, 0, cosa) (2.203)

zu verwenden.
Nun zum Vektor n” = (ny, ny, nz). Dabei missen wir zwei Félle unterscheiden.

3 g .
Fall(@): ,/2n,=,/2sina<1
) )

Dieser Fall liegt vor, wenn entweder ¢, > ¢, gilt oder wenn ¢, < ¢, gilt*’, der Einfallswinkel
a aber nicht grofer als der so genannte Grenzwinkel der Totalreflexion*®

aT = arcsin & (2.204)

&1
ist. Man hat dann ndmlich

47Wir nehmen an, dass €, # ¢, ist, da der Fall ¢; = ¢, trivial ist. Es gilt in diesem Fall namlich im ganzen
Raum E, = E®, D, = D), B, = B®, als wire nur ein Medium vorhanden.
48Warum dieser Winkel so genannt wird, wird spater klar werden.
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[€
gy > €1: E—lnx<1;
N2

St

<1lx<l1
€ £ .

<€, a<ar. ]/ =2n,<./2Lsinar=1.
>1<1

Wegen , / z—l n, <1 folgt dann aus iii) ny <1 und aus i) und Gl. (2.194)
2

1=n¥*+n}>+ny> = nj reell,
——

—— ——

<1 0 20
= = (&) 1—ng;2=(ﬂ:),/1—§—1n%.
2

n” ist also im Fall (a) ein reeller Einheitsvektor, die Welle im Medium 2 ist eine ebene Welle
mit der Ausbreitungsrichtung n”. Aus physikalischen Griinden ist in der Beziehung fir n}
das negative Vorzeichen zu wéahlen. Die Beziehung

Fall (a): /E—lnx=1 /g—l sina < 1:
& &
" " " " El El 2
n’ = (nx,ny, ny) = (1 [=n,,0,— [1—= nx> (2.205)
(%) &

wird als Brechungsgesetz (im engeren Sinne) bezeichnet. Fithrt man geméafs Abb. 2.24 bzw.
Abb. 2.25 den Brechungswinkel a” ein, so folgt

n” = (sina”,0,—cosa”), (2.206)

2 T 2 T
optisch dichter optisch dinner
Abbildung 2.24: Brechung zum Lot Abbildung 2.25: Brechung vom Lot
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wobei fiir Sinus und Kosinus des Brechungswinkels die Beziehungen

sina €
ina _ f& _ ., 2.207
sin a” g M2 (2.207)

cosa” = +V1—sin?a” (2.208)

gelten. Die Grofe ny, = ny,(w) hei’t Brechungsindex fiir den Ubergang 1 — 2. Fiir den
Ubergang Vakuum — Medium gilt
sina

S e(w) = n(w), (2.209)

wobei n(w) als Brechungsindex des betreffenden Mediums bezeichnet wird. Es gilt
n

n12 = n—i . (2210)

Ist e, < €1, also ny, < 1, so sagt man das Medium 2 sei optisch diinner als das Medium 1
bzw. das Medium 1 sei optisch dichter als das Medium 2.
In Worten kénnen wir das Brechungsgesetz folgendermafden ausdriicken:

Brechungsgesetz

Istdas Medium 2 optisch dichter [optisch diinner und der Einfallswinkel
a nicht grofder als der Grenzwinkel ar von Gl. (2.204)], so tritt Lichtbre-
chung ein. Die Welle im Medium 2 ist dann eine gewohnliche ebene
Welle und wird als gebrochene Welle bezeichnet. Ihre Ausbreitungsrich-
tung n” liegt in der Einfallsebene (Ebene von n und ny), die Brechung
erfolgt ,,zum Lot“ (s. Abb. 2.24) [,vom Lot“ (s. Abb. 2.25)], d. h. der Bre-
chungswinkel a” ist kleiner [grofser] als der Einfallswinkel a. Dabei ist
a” durch Gl. (2.207) gegeben.

Fall (b): 1/;—;nx=1/§—;sinoc>1

Dieser Fall liegt vor, wenn das Medium 2 optisch diinner ist als das Medium 1, d. h. wenn
€, < €; bzw. n;, < 1 gilt, und der Einfallswinkel a grofser ist als der Grenzwinkel ot von

Gl. (2.204): - -
£, <Ep, A> AT: 4 /&_—;sinoc>1 /ésinaT =1.

Wegen , / 2—1 n, > 1 folgt dann aus iii) ny > 1 und aus i) und Gl. (2.194)
2

1=n?+nj*+ny> =  nj imagindr,

'

0 <0
>1 ngz(ﬂ:)i\/ng’cz—lz(:l:)i1/z—1n§—1.
2
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AiRRRRRRRRARRRRRRRRE
optisch dunner —

Abbildung 2.26: , Lichthaut“ im Medium 2 bei Totalreflexion

n” ist also im Fall (b) ein komplexer Einheitsvektor, und die Welle im Medium 2 ist eine
inhomogene Welle (,Lichthaut®; s. Seite 180). Die Vorzeichenwahl im Ausdruck fiir nj, ergibt
sich aus der physikalischen Interpretation von E,(r, t). Nach Gl. (2.191) gilt

E(r,t) = a”exp[i(\/s_z%n”-r—cot)], z<0.

[€ . e
nor=nix+nlz=,/2nx®i,/2ni—1z und z = —|z|
€ €

folgt daraus
E,(r,t) = a"exp[@1/eni —¢; % |z|] exp [1(\/5_1% nex — wt)].

Das obere Vorzeichen ist also aus physikalischen Griinden auszuschliefsen.

Mit

Totalreflexion

Ist das Medium 2 optisch dinner und der Einfallswinkel a grofser als der
Grenzwinkel at von Gl. (2.204), so tritt Totalreflexion ein.* Die Welle im
Medium 2 istdann eine in x-Richtung fortschreitende, mit wachsendem |z|
exponentiell abklingende inhomogene Welle (,Lichthaut®; siehe Abb. 2.26).

“Wir werden spéter sehen (s. Abschnitt 2.7.2), dass im Zeitmittel keine Energie ins
Medium 2 einstromt.

Die Beziehung
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Fall b): /&n,=./2 sina> 1:
€ €
" _ "o & . & 2
n" = (ny,ny,ny) = =Ny, 0,—i,/—=nx—1 (2.211)
€ €

wird im weiteren Sinne ebenfalls als ,,Brechungsgesetz“ bezeichnet. Der Grund ist fol-
gender: Da die Winkelfunktionen analytische Funktionen im Komplexen sind (z. B. gilt
sin?& + cos?& =1 auch fiir £ € C), kann man die Beziehungen (2.206), (2.207) fir die
Durchfithrung aller Rechnungen formal auch im Fall (b) anwenden, in welchem n} imagi-
ndrist. Man rechnet dann mit komplexem o”. Wegen sin’a”+cos?a” = 1 istdann in (2.206)
die Nebenbedingung n”? = 1 auch im Fall (b) ,,fix eingebaut®. Indem man die Kompo-
nenten von a” ebenfalls durch sin a”, cos a” ausdriickt (siehe Abschnitt 2.7.2, Gl. (2.224)),
kann man auch die Nebenbedingung a”- n” = 0 ,fix einbauen® usf. Solange man fir
cos a” nicht einsetzt, muss man sich dann tiberhaupt nicht um die Fallunterscheidung
(a) « (b) kiimmern. Erst wenn man fiir cos a” einsetzt, muss man die Fallunterscheidung

durchfiihren. Wahrend im Fall (a) Gl. (2.208) zu verwenden ist, ist im Fall (b)

cosa” = +iq/sin’a” — 1 (2.212)

einzusetzen.

Zusammenfassung zu den notwendigen Bedingungen

Die notwendigen Bedingungen (2.199) fir die Erfiillung der Stetigkeitsbedingungen
(2.197) sind genau dann erfiillt, wenn

n' = (sina,0,cosa), n”"=(sina”,0,—cosa”)

mit .
sina [
sin a” €1
und
cosa” = +4/1—sin’a” im Fall (a): 8 gina<1
€
2
bzw.

Y . € .
cosa” = +i4/sin?a” —1 imFall (b): ./ e_l sina > 1
2

gilt. Diese notwendigen Bedingungen legen n’, n” bereits vollkommen fest, verfiighar
(und zu bestimmen) bleiben lediglich a’, a”, wobei auch noch die Nebenbedingungen
a-n =0, a’-n" = 0 erfiillt werden miissen.

Die Erfiillung der oben angeschriebenen notwendigen Bedingungen gewéhrleistet,
dass die Stetigkeitsbedingungen (2.197) fiir alle Punkte der Grenzebene erfiillt sind,
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wofern sie im Ursprung erfillt sind, da sich dann alle x- bzw. y-abhingigen e-Potenzen
aus den Gleichungen (2.197) herauskiirzen lassen. Das bedeutet: Nehmen wir an, dass
die oben angeschriebenen notwendigen Bedingungen erfiillt sind, und setzen wir die so
festgelegten Grofsen n’, n” in die Beziehungen (2.197) mitx =y =0, d.h.in

g(ay, + a}y) = g ay, (2.213)

Ve [nxa), + (n'xa’),| = \/e;(n"xa"),, (2.214)
a, + a, = ay, (2.215)

ay+ a, = ay, (2.216)

Ve [nxa)+ (n'xa)y] = \e;(n"xa”"),, (2.217)
Ve [nxa), + (n'xa’)y| = \[e;(n"xa"), (2.218)

ein, so darf sich kein Widerspruch ergeben, und wir miissen Beziehungen erhalten,
welche zusammen mit den Nebenbedingungen a’- n’ = 0, a”- n” = 0 die Grofsen a’, a”
bei gegebenen w, n und a eindeutig festlegen. Wir haben also acht komplexe Gleichungen
fr sechs komplexe Unbekannte.

Analysiert man die bisherigen Argumente, so sieht man: Mafsgebend fiir das Reflexions- und
Brechungsgesetz ist weder die spezielle Natur des Wellenfeldes (in der Maxwelltheorie durch vier
Vektorfelder, namlich E, B, D und H beschrieben), noch die spezielle Art der Stetigkeitshedingungen
(in der Maxwelltheorie Stetigkeit der Normalkomponenten von D und B und der Tangential-
komponenten von E und H), mafsgebend ist einzig und allein die Existenz monochromatischer
ebener Wellen, die Giiltigkeit des Superpositionsprinzips (lineare Theorie), und das Bestehen
irgendeiner Art von Stetigkeitsbedingungen. Dasselbe gilt fiir die Aussage der Gleichheit der Fre-
quenzen. Dies ist der tiefere Grund dafiir, dass man die genannten Aussagen auch ohne Kenntnis
der maxwellschen Lichttheorie auf der Basis elementarer Wellenvorstellungen (huygenssches
Prinzip) ,,ableiten” kann.

2.7.2 Polarisations- und Intensitatsverhaltnisse

Wir kommen nun zu Aussagen, fiir welche die spezielle Art des Wellenfeldes und der Stetigkeitshe-
dingungen entscheidend ist. Dabei behandeln wir zuerst Fall (a) (Reflexion und Brechung;
siehe Seite 163ff).

Im Fall (a) wahlen wir die Polarisationsvektoren €;, €, bzw. €], €; bzw. €/, €; folgender-
mafsen (s. Abb. 2.27):

€ =€ =e,= (0,1,0), €, =€, = (cosa,0,sina); (2.219)
€, =€ =¢,=(01,0), €, =¢€ = (-cosq,0,sina); (2.220)
€ = €] = e, = (0,1,0), €, =€/ = (cosa”,0,sina”). (2.221)
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Abbildung 2.27: Wahl der
z Polarisationsvektoren

Schreiben wir die komplexen Amplitudenvektoren in der Form

a =a€ +a€ =(qcosaa,qsina), (2.222)
[ / !/ ’ [ / !/ !/ 1

a = aj €| +a,€ = (—ajcosa,al,asina), (2.223)
[/ " " ” n " ” " " aq ”

a" = a| €]/ +aj€/= (ajcosa”,al,ajsina”) (2.224)

an, so sind damit die Nebenbedingungen a’-n’ = 0, a”-n” = 0 erfillt, und es bleiben die
sechs komplexen Gleichungen (2.213) bis (2.218) fiir vier komplexe Unbekannte, nidmlich
a}, aj, af, aj. Nach kurzer Zwischenrechnung findet man

(nxa)+ (n'xa’) = ((a, — a})cosa,—(a, + a}),(a, + a)sina), (2.225)
n"xa"” = (a] cosa”,—aj,a}sina”). (2.226)

Einsetzen von GI. (2.222) bis (2.224) und GI. (2.225), (2.226) in GI. (2.213) bis (2.218) gibt
dann

g1(a, + aj))sina = gajsina”, (2.227)
Ve(a, + a))sina = /e, a]sina”, (2.228)
(a,—aj)cosa = ajcosa”, (2.229)
a,+a), = adf, (2.230)

Ve(a, — a))cosa = 4[e;a] cosa”, (2.231)
Ve (a +a)) = e qaf. (2.232)

Beriicksichtigt man das Brechungsgesetz (2.207), so wird (2.227) identisch mit (2.232),
und (2.228) identisch mit (2.230), weshalb wir (2.227), (2.228) als redundante Bezie-
hungen weglassen konnen. Die verbleibenden vier komplexen linearen inhomogenen
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Gleichungen fr die vier komplexen Unbekannten a', aj, a/, a| gestatten die eindeutige

Bestimmung dieser Grofsen nach dem Schema

a,+a, =d
1T a 1
> d),aj;
sina”cosa(a, — a}) = sina cosa”a’
1—a) = 1)
cosa(a,—aj) = cosa’aj .,
e > a),q.
(R
1 ” !’ —_ 1 ”
sina”(a,+ @) = sinaaj |

Aus den Gleichungen (2.233) folgt durch Elimination von a’f
sina cosa”(a; + a})—sina’cosa(a, —a)) =0,
sin(a—a”)a; + sin(a+a”)a} =0,

v g Sn@=a")
L7 “Lsin(a+a)

und durch Elimination von aj_

2sina”’cosaa; = sin(a+a”)aj,

I 2sina”cosa
L7 "L sin(a+a”) °

Analog erhdlt man aus den Gleichungen (2.234) durch Elimination von aj
sina cosa (a, — a;) —sina”cosa”(a, + a;) = 0,

!

' — g sina cosa — sina” cos a”
I'sina cosa + sina”cos a”

und durch Elimination von a;

" _ g 2sina”cosa
I'sina cosa + sina”cosa”

Mithilfe der Formeln

sina cosa * sina”cos a”

(sina cosa” x sina”cos a)(cosa cosa” £ sina sina”)

sin(axa”)cos(axa”)

kann man die Beziehungen (2.237), (2.238) noch umformen.

sina cos a (sin®a” 4+ cos?a”) £ sina”cos a” (sin®a + cos?a)

(2.233)

(2.234)

(2.235)

(2.236)

(2.237)

(2.238)

Die schliefdlich erhaltenen Endformeln werden als fresnelsche Formeln bezeichnet.
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Fresnelsche Formeln

, tan(a —a”)
Q= ——— N
tan (o + a”)
" 2sina”’cosa "

al =a, — a
= " sin(a+ a”)cos(a—a”)’ 1

=aJ_

sin(a —a”)

L sin(a + a”)

2sina”cosa

sin(a + a”)

, (2.239)

. (2.240)

Mithilfe des Brechungsgesetzes (2.207) und der Additionstheoreme der Winkelfunk-
tionen und kann man leicht zeigen, dass sich die fresnelschen Formeln auch in der

folgenden Form schreiben lassen.

Fresnelsche Formeln

ny, cosa — cosa”

cosa —nyycosa”

a, = a, = 2.241
=" n,cosa+cosa”’ L= % Cosat np,cosa”’ ( )
2cosa 2cosa
aj =q : aj =a, . (2.242)
Ny, COS a + COS a” cosa + nj, cosa’

Im Fall (b) (Totalreflexion; s. Seite 165ff) hat man im Medium 1 zwei ebene Wellen mit
Ausbreitungsrichtungen n bzw. n'. Die Wahl der Polarisationsvektoren €; = €, €, = €,
€; = €] und €; = ¢ erfolgt deshalb vollkommen gleich wie in Abb. 2.27 dargestellt
und in GI. (2.219), (2.220) angeschrieben. Im Medium 2 hat man eine inhomogene Welle,
n” ist ein komplexer Vektor und «” ist ein komplexer Winkel. Die Abbildung 2.27 ist
daher bzgl. des Mediums 2 obsolet. Wie aber bereits auf Seite 167 festgestellt wurde,
konnen wir flir n” mathematisch formal nach wie vor n” = (sina”, 0, — cos a”) schreiben.
Damit konnen wir auch wieder formal neben dem ,unproblematischen® Vektor €; =
€| = e, = (0,1,0) einen komplexen Vektor €, = € = (cosa”, 0, sina”) wie in Gl. (2.221)
einfihren. Die Interpretation von €/, €; als Polarisationsvektoren ist natirlich hinfallig.
Die angeschriebenen Ausdriicke behalten aber ihre mathematische Gultigkeit. Auch die
Nebenbedingung a”- n” = 0 ist nach wie vor erfiillt, wenn sie auch keine anschauliche
Bedeutung mehr besitzt.

Da wir bei der von Gl. (2.219) bis (2.224) ausgehenden Rechnung tiberall cos «” beibe-
halten, d. h. nirgends durch sin a” ausgedriickt haben, gelten die fresnelschen Formeln
(2.239), (2.240) bzw. (2.241), (2.242) auch im Fall (b). Die Differenzierung ergibt sich erst
dadurch, dass geméfs Seite 167 im Fall (a)

cosa” = +4/1—sin?a” =+ \/ nk — sina (2.243)
ni
und im Fall (b)
12
cosa” = +iq/sina” —1 = +i sz ¢ 1= iiw/ sina — nd, (2.244)
n Rz
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einzusetzen ist.

Zusammenfassung

Wir haben den Ansatz (2.187) bis (2.193), welcher die Feld- und Materialgleichungen im
Medium 1 bzw. im Medium 2 erfiillt, in die Grenzbedingungen (2.196) eingesetzt und
dabei keinen Widerspruch erhalten. Ferner gestatten die aus den Grenzbedingungen
erhaltenen Beziehungen (das Reflexionsgesetz, das Brechungsgesetz und die fresnel-
schen Formeln) bei gegebenem w, n, a die eindeutige Bestimmung von n’, a’, n” und
a”. Damit ist die durch Feldgleichungen, Materialgleichungen, Grenzbedingungen und
asymptotische Bedingung (einfallende ebene Welle im Medium 1) eindeutig bestimmte
Losung des Problems gefunden.

Polarisations- und Intensitdtsverhdltnisse bei Reflexion und Brechung

Gilt entweder ¢, > €;, also n;, > 1, oder ¢, < €1, also n;, < 1, und ist der Einfallswinkel
a nicht grofder als at = arcsin ny,, so liegt Fall (a) vor, und es kommt zu Reflexion und
Brechung. (Siehe die Abbildungen 2.24, 2.25 von Seite 164.)

Esist dann a” reell, woraus folgt, dass alle Proportionalititsfaktoren in den Gleichun-
gen (2.239), (2.240) reell sind. Der Proportionalititsfaktor

tan(a —a”)
tan (o + a”)

kann positiv, negativ oder null sein. Letzteres tritt im Sonderfall & + a” = 5 ein. Wie
man leicht zeigen kann (s. Aufgabe E17), liegt dieser Sonderfall bei Einfall unter dem so
genannten brewsterschen Winkel ag := arctan n,, Vor.

Der Proportionalitdtsfaktor _sin(a—a”)

sin(a+ a”)
kann positiv oder negativ sein, und die Proportionalitdtsfaktoren

2sina”’cosa 2sina”’cosa
sin(a+a”)cos(a—a”)’ sin(a + a”)

konnen nur positive Werte annehmen.*® Driicken wir die komplexen Amplituden a,, a,
usf. durch die zugehorigen reellen Amplituden und Phasenwinkel aus, a; = E| exp (id,),
a, = E, exp(id, ) usf,, so folgt fir (a,,a, ) # (0,0) modulo 27

§,— 6, +rm fira+a”"<7Z, dh a<ag
oL =9y

(2.245)
5, -6, fira+a”> 7%, d.h.a>ap

58 =8,—3,. (2.246)

49Beachte, dass o € [0,5) und a + a” < 7 gilt.
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Im Sonderfall « + «” = 5, d.h. a = ag, gilt aj = 0. (§] — § hat dann keinen definierten
Wert und ist bedeutungslos.) Ist a, oder a; null, so gilt dasselbe fiir a|, aj bzw. fura’, af.
(6,—96,,6,—4¢, und 67—35, haben dann keinen definierten Wert und sind bedeutungslos.)
Daraus ergeben sich die folgenden Aussagen:

1) oc+oc”;é%,d.h.oc7éoc3

In diesem Fall sind alle Proportionalititsfaktoren in den Gleichungen (2.239),
(2.240) von null verschieden.

(1.1) Istdie einfallende Welle elliptisch polarisiert, so ist es auch die reflektierte
und die gebrochene Welle, allerdings mit verschiedenen Achsenverhéaltnissen
der Ellipse. Bei der reflektierten Welle kann sich aufserdem der Umlaufsinn
des E-Vektors umkehren.

(1.2) Istdie einfallende Welle linear polarisiert, so ist es auch die reflektierte und
die gebrochene Welle.

(1.3) Ist die einfallende Welle zirkular polarisiert, so ist die reflektierte und die
gebrochene Welle elliptisch polarisiert.

(2) Sonderfall o + o = g dh a=ag

(2.1) Istdieeinfallende Welle elliptisch polarisiert, so ist die reflektierte Welle linear
polarisiert°® mit der Polarisationsrichtung €’ = €| = ey, die gebrochene Welle
ist elliptisch polarisiert (s. Abb. 2.28).

(2.2) Istdie einfallende Welle linear polarisiert mit einer Polarisationsrichtung e,
welche nicht in der Einfallsebene liegt (e L ey), so ist die reflektierte Welle
linear polarisiert mit der Polarisationsrichtung €’= €| = e,, die gebrochene
Welle ist linear polarisiert mit einer Polarisationsrichtung €”, welche nicht in
der Einfallsebene liegt (s. Abb. 2.28).

(2.3) Istdie einfallende Welle linear polarisiert mit der Polarisationsrichtung € =
€, so gibt es Uiberhaupt keine reflektierte Welle (a| = aj = 0), und die gebro-
chene Welle ist linear polarisiert mit der Polarisationsrichtung €” = €/ (s.
Abb. 2.29).

(2.4) Istdie einfallende Welle zirkular polarisiert, so ist die reflektierte Welle linear
polarisiert mit der Polarisationsrichtung €’ = €| = e, und die gebrochene
Welle ist elliptisch polarisiert (s. Abb. 2.28).

Nun zu den Intensititsverhdltnissen. Da wir H = B gesetzt haben, gilt in den beiden Medien

C

Wie man leicht beweist (s. Aufgabe E18), kann fiir ein zeitlich harmonisches elektroma-

gnetisches Feld der zeitliche Mittelwert von S {iber eine Periode (s. Gl. (1.301)) mithilfe

50Dies wird zur Erzeugung linear polarisierter Strahlung ausgeniitzt.
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Abbildung 2.28: Lichteinfall unter dem Abbildung 2.29: Lichteinfall unter dem

brewsterschen Winkel, einfallende Wel- brewsterschen Winkel, einfallende Wel-
le nicht linear polarisiert mit Polarisati- le linear polarisiert mit Polarisations-
onsrichtung in der Einfallsebene richtung in der Einfallsebene
der Formel _ ¢
S = ¢ Re(E.x BY) (2.247)

berechnet werden. Fiir eine monochromatische ebene Welle mit der Kreisfrequenz w,
der Ausbreitungsrichtung n und dem komplexen Amplitudenvektor a in einem Medium
mit reellem e(w) folgt daraus (s. Aufgabe E19)°!

S = é\/s(a)) la|*n (2.248)
mit |a|? = a-a*. Fir die Intensitit einer solchen Welle gilt also (s. Gl. (1.301))
= é\/s(w) la]?. (2.249)
Damit ergibt sich fiir die einfallende Welle (Argument w wieder weggelassen)
c
1€ = ﬁ\/g_l(mﬂz + %), (2.250)
fir die reflektierte Welle
c !’ !
1® = 8—ﬂ\/g_l(|al|2+ a} [?) (2.251)

und fiir die gebrochene Welle

1® = \/_(|a 2+ |aj?). (2.252)

51Die Komponenten von n sowie £(w) mussen reell sein, damit die Beziehungen (2.248), (2.249) gelten.
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Im Medium 1 gibt es zwei ebene Wellen, und der zeitgemittelte Poyntingvektor ist eigent-
lich durch Gl. (2.247) mit E, — E., = E®+ E®, B. » B, = B®+ BY gegeben, womit
fir das Medium 1

S, = s© 4+ 50 4 Interferenzterm, I, = |S;l (2.253)
folgt. Dabei sind — wie man zeigen kann — nicht alle Komponenten des Interferenztermes

null. Die Berechnung der Intensititen I® und I aus $© allein bzw. aus $® allein so-
wie die obige Interpretation dieser Grofsen ist aber durch die Art gerechtfertigt, wie die
Intensitdten im Experiment tatsdchlich gemessen werden (s. Abb. 2.30). Im Experiment
hat man es nie mit unendlich ausgedehnten Wellenfronten (ebenen Wellen), sondern
mit endlich ausgedehnten , Lichtstrahlen“ zu tun. Abgesehen von den ,,Randzonen® der
Strahlen, in denen die Wellenfronten unvermeidlich deformiert sind, werden dann die
Felder des einfallenden, reflektierten und gebrochenen Strahls durch die fiir ebene Wel-
len abgeleiteten Formeln korrekt beschrieben. Die Intensitit I; wiirde man im Medium 1
in jenem Raumgebiet messen, in welchem einfallender und reflektierter Strahl vorhan-
den sind. Aufierhalb dieses Raumgebietes misst man im einfallenden Strahl I(®) und im
reflektierten Strahl 1(.52

Abbildung 2.30: Zur Intensitdtsmes-
sung bei Reflexion und Brechung

52Bei der Messung von I3, I(®), I™ und I(® muss man die jeweiligen ,Randzonen® meiden, da dort die
Ergebnisse der idealisierten Rechnung nicht gelten.
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Fiir die folgenden Uberlegungen — welche nicht nur bei Reflexion und Brechung
(Fall (a)), sondern auch bei Totalreflexion (Fall (b)) gelten — ist wichtig, dass fiir die z-
Komponente des zeitgemittelten Poyntingvektors in jenem Raumgebiet, in dem einfal-
lende und reflektierte Welle vorhanden sind,>3

S, = S 4 s (2.254)

gilt, die z-Komponente des zeitgemittelten Poyntingvektors also keine Interferenzterme

enthélt (s. Aufgabe E20).°* Man kann deshalb —Sge) als jene (von der , Lichtquelle” her-
stammende) Energie interpretieren, welche im Medium 1 im Zeitmittel pro Zeiteinheit

auf die Flacheneinheit der Grenzebene einfillt>®, und man kann Sér) als jene Energie in-
terpretieren, welche im Zeitmittel pro Zeiteinheit von der Flacheneinheit der Grenzebene
in das Medium 1 ,,zuriickgeworfen® wird. Ferner ist —E die Energie, die im Zeitmittel
pro Zeiteinheit von der Flacheneinheit der Grenzebene in das Medium 2 wegstromt. Da
in der Grenzfliche keine Energie dissipiert wird, muss die Energiestromungsbilanz

—5% = s+ (-5,,) (2.255)

gelten. Dies ist durch Reflexionsgesetz, Brechungsgesetz und fresnelsche Formeln ge-
wahrleistet, da ja die zur Ableitung dieser Beziehungen benittzten Grenzbedingungen
u. a. die Stetigkeit der Tangentialkomponenten von E und H = B und damit die Stetigkeit
der Normalkomponenten von S auf der Grenzebene gewéahrleisten:

S1.2(x,¥,0,t) = S, ,(x,y,0,1), Y x,y,t. (2.256)

Durch Bildung des Zeitmittelwertes folgt daraus S;, = S, (Zeitmittelwerte von x, y

unabhingig) und mit Gl. (2.254) folgt sofort & + S = S, 7, also Gl. (2.255).
Die Grofsen

R := ;r) T := i;

@ o)
Z Z

(2.257)

heifden Reflexions- bzw. Transmissionskoeffizient fiir den Ubergang 1 — 2. Rund T hingen
vom Einfallswinkel a« und der Frequenz der einfallenden Welle ab. Die Energiestromungs-

53In der idealisierten Rechnung mit ebenen Wellen ist dies das gesamte Medium 1, in einem realisti-
schen Experiment ist es der ,Uberlappungsbereich von einfallendem und reflektiertem Strahl (unter
Ausschluss einer ,,Randzone®).

54Beachte, dass in Gl. (2.254) alle Terme ortsunabhéngig sind.

55Beachte, dass ny = e, gilt.
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bilanz an der Grenzflache driickt sich dann als R+ T = 1 aus. Wegen (siehe Gl. (2.248))

-52” = —é\/a—”aﬁnz - é\/s_llalzcosoc = I®cosa, (2.258)
 _ 8%\/8—1|a’|2 ng = 8%\/6_1|a’lzcosoc = I®Wcosa, (2.259)
gilt allgemein, d. h. in den Fallen (a) und (b),
_ Meosa _ 1V _aP _ |laiP+lal ) p (2.260)
I®cosa I©® lal*> g |24 |q?

Fir den Fall (b) werden wir damit R =1, T = 0 erhalten (s. Gl. (2.268)). Nur im Fall (a)
hingegen gelten die Beziehungen

N C C
—S,, = —S® = —ezVela'Pn; = o[ |a"Pcosa” = 1® cosa’, (2.261)
- 1® coso” . cosa” |a"|? _ sinacosa” lal]?+ |aj|? (2.262)
I®cosa 12 cosa |a|2 sina”cosa |aJ_|2+ |a|||2 . .

Polarisations- und Intensitditsverhdltnisse im Medium 1 und qualitative Eigenschaften der inho-
mogenen Welle im Medium 2 bei Totalreflexion

Gilt e, < €, also ny, < 1, und ist der Einfallswinkel a grofser als ar = arcsinn,,, so
liegt Fall (b) vor, und es kommt zu Totalreflexion (s. Abb. 2.26 von Seite 166). Aus den
fresnelschen Formeln (2.241) folgt dann mit Gl. (2.244)

4/ sin*a —nf,
M1z COS & — [ S—p cosa —iq/sina —ng
r A—
a; = q , aj=a . (2.263)
sina — nd, cosa+iq/sina —ng
ny;cosa +1i
Ny

Nun gilt aber fiir reelles a, b

a—ib _Va2+b2e ™
a+ib 1’a2+bzei¢

Aus den Beziehungen (2.263) ergibt sich daher

= e 2% mit tan¢g= g. (2.264)

\/sina — ni,
—), (2.265)

n cosa

\/sin?a — ng
—) (2.266)

cosa

a, = a, exp <—2iarctan

, :
a, =a, exp (—21 arctan

Daraus folgt fiir den Polarisationszustand der reflektierten Welle:
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z z
\\\\ or | \\\\ ar |
~ - // ~ - //

1 S 1 <

2 Yy T 2 Yy z
Abbildung 2.31: Polarisationszustand Abbildung 2.32: Polarisationszustand
der reflektierten Welle bei Totalrefle- der reflektierten Welle bei Totalrefle-
xion, wenn die einfallende Welle linear xion, wenn die einfallende Welle linear
polarisiert ist mit Polarisationsrichtung polarisiertist mit Polarisationsrichtung
senkrecht zur Einfallsebene in der Einfallsebene

(1) Ist die einfallende Welle elliptisch polarisiert, so ist es i. Allg. auch die reflektierte
Welle.”®

(2) Istdie einfallende Welle zirkular polarisiert oder ist sie linear polarisiert mit einer
Polarisationsrichtung e, die weder in der Einfallsebene liegt noch senkrecht dazu
steht (a; # 0, a; # 0), so ist die reflektierte Welle elliptisch polarisiert.

(3) Istdie einfallende Welle linear polarisiert mit Polarisationsrichtung € in der Ein-
fallsebene [senkrecht zur Einfallsebene], so ist die reflektierte Welle ebenfalls
linear polarisiert mit Polarisationsrichtung €’in der Einfallsebene [senkrecht zur
Einfallsebene] (s. Abb. 2.31, 2.32).

Nun zu den Intensititsverhdltnissen im Medium 1. Aus den Beziehungen (2.265), (2.266)
fOlgt ’ !’

lay| = |al, la}| =la,].

Dies bedeutet (s. Gl. (2.250), (2.251)), dass die Intensitit der reflektierten Welle gleich ist
der Intensitit der einfallenden Welle,

C
10 = @ — %\/g—l(|al|2+ a,[?), (2.267)
woraus

56 zufallig” konnte die reflektierte Welle auch linear oder zirkular polarisiert sein. (Letzteres setzt |a | =
|a,| voraus.)
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folgt.>” Es stromt also im Zeitmittel keine Energie ins Medium 2 ein, die gesamte von der
,Lichtquelle“ auf die Grenzebene einfallende Energie wird in das Medium 1 ,,zurtickge-
worfen®, weshalb man von Totalreflexion spricht.

Da n” im Fall der Totalreflexion komplex ist, gilt Formel (2.248) fiir das Medium 2
nicht, und es gilt daher auch die Beziehung (2.261) nicht. Man muss —S, , gemaf3

_SZZ = _g Re [(Ecz ch2)'ez] (2269)

il

berechnen. Um diesen Ausdruck ausrechnen zu kénnen und damit explizit zu zeigen,
dass —S, ; null ist, benoétigt man E,, BS,. Die elektrische Feldstarke haben wir bereits
auf Seite 166 berechnet:

E,(r,t) = a"exp[—\/eni—¢, % |z|] exp [1(\/5_1% nyx — wt)]

(2.270)
_ " _ 9 T2 2 ; 9 3 _
= a"exp[—+/g : \/sina —n} |z|| exp[i(\/e - sinax wt)].
Die magnetische Feldstérke ist durch GI. (2.193) mit dem komplexen Vektor
. . 2
n” = (sina”,0,—cosa”) = (Sma,o,—i sz a_ 1)
ni2 \ ns
(2.271)

1 . . .
= — (sm a,0,—i4/sin*a — nd )
Ny

gegeben. Im Medium 2 liegt eine in positiver x-Richtung fortschreitende, in negativer z-Richtung
exponentiell abklingende inhomogene Welle vor.>®
Fir die Phasengeschwindigkeit dieser Welle gilt

1 Ny c

c c
= : = : 2.272
Pph Ve sina \/g_ZSII'lOC<\/g_2 ( )

und fiir die Eindringtiefe (k" = i—ﬂ =4/e; %)

2
d= 1 _ ni
\/8_1%1/Sin205—n122 @%\/Sinza—nfz

(2.273)

_ A nip
27 ) ’
\/sin?a — ng

57Beachte, dass die Beziehungen (2.254) bis (2.260) auch im Fall (b) gelten.
58Beachte, dass es im Medium 2 voraussetzungsgeméf keine Absorption gibt. Das exponentielle Abklingen
hat also nichts mit Absorption zu tun.
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Abbildung 2.33: ,Lichthaut” im Medium 2
bei Totalreflexion einer ebenen Welle

Man kann leicht zeigen (s. Aufgabe E21), dass die Eindringtiefe von der Gréfsenordnung
A, ist, falls a nicht zu nahe bei ar liegt, weshalb man von einer , Lichthaut” im Medium 2
spricht (s. Abb. 2.33). Ferner kann man leicht zeigen, dass sich alle Groféen (Feldstar-
ken, Phasengeschwindigkeit, Eindringtiefe etc.) beim ,,Durchgang” von a durch ay stetig
verhalten (s. Aufgabe E22).

Die Bezeichnung Totalreflexion besteht zu Recht,da R = 1, T = 0 gilt. Es stellt sich aber
die Frage, wie die im Medium 2 vorhandene Energie dorthin gekommen ist bzw. dorthin
kommt. Um diese Frage zu kliren, muss man von einem realistischen Experiment mit
einem endlich ausgedehnten einfallenden Strahl ausgehen. Die Abbildung 2.34 zeigt, was
dabei ,passiert“: In der ,,Randzone® des einfallenden Strahles, in der die Ergebnisse der
idealisierten Rechnung aufgrund der Deformation der Wellenfronten nicht gelten, erfolgt
Transmission des elektromagnetisches Feldes und damit Transmission von Feldenergie
in das Medium 2. Das Feld breitet sich im Medium 2 lings der Grenzflache in x-Richtung
aus und ,verlasst“ das Medium 2 wieder im Bereich der ,,Randzone” des reflektierten
Strahles. Im Endeffekt wird also die gesamte Energie ,,zuriickgeworfen®.

Wir zeigen nun explizit, dass —E fir alle z null ist. Dabei gehen wir von der Formel (2.269)

aus und beniitzen Gl. (2.270), (2.271) und die Abkiirzung /... =+/sin?a — n122 .

Mit
BY =n""x\/e;E}
und

E, =(d] €] +a]€)) exp[—\/s—l %\/_ |z|] exp[i(\/s_l% sinax — cut)]

sowie den Beziehungen

1 . . 1 .. .
n’* = . (sina, 0,iv/...), €] = n_ (iy...,0,sina), €] =(0,1,0)
12 12
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2.8 Beugung an undurchdringlichen Hindernissen

| //'//%;y w%%\\\\ |

optisch dunner —=

Abbildung 2.34: , Lichthaut® im Medium 2
bei Totalreflexion eines , Lichtstrahles”

folgt wegen®? E,, x (n"*x EY) = |E,|> n"* — (E.,-n"*)E,

—552 = —g= Ve Re|[E (07 &)| + o= \/e2 Re|(Bey- n"*)(Egy-€2)] = 0.

reell imaginir imaginér (s. unten)

Zu zeigen bleibt, dass (E_, - n"*)(E¢, - e,) tatsdchlich imaginér ist:

E, n"* = a|’|’21 :\/_ exp[ Ve = \/_|z|] exp[ ( 2 sinax— wt)]

12

E}-e, = a/* Sin exp[ Ve = \/_|z|]exp[ ( —smocx cot)]
(B, n"*)(E} - e;) = i|a]|? 2sin oc\/_ exp[ 24/e1 = \/_|z|]

12

2.8 Beugung an undurchdringlichen Hindernissen

2.8.1 Grundaufgabe der Elektrodynamik bei Anwesenheit
undurchdringlicher Hindernisse

In Abschnitt 1.15 haben wir die so genannte 1. Grundaufgabe der Elektrodynamik fiir
natirliche Randbedingungen gelost, d. h. wir haben das elektromagnetische Feld einer
vorgegebenen raumlich lokalisierten Quellverteilung im Vakuum fir den Fall berechnet,
dass keine Randbedingungen im Endlichen vorgegeben sind.

59Beachte: Es gilt a”-n” = 0, aber a”-n"* # 0.
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Nun behandeln wir die (1.) Grundaufgabe der Elektrodynamik bei Anwesenheit un-
durchdringlicher Hindernisse, d. h. wir nehmen an, dass es im Endlichen neben einer
vorgegebenen raumlich lokalisierten Quellverteilung noch Hindernisse gibt, welche die
Eigenschaft besitzen, dass sie das Eindringen des elektromagnetischen Feldes nicht
gestatten, sodass in ihrem Inneren E = B = 0 gilt (s. Abb. 2.35). Ideale Leiter®® stellen
derartige Hindernisse dar. Sie bilden im Feld der Quellverteilung durch Influenz eine
Oberflachenladungsverteilung und einen Oberflachenstrom aus, welche das elektro-
magnetische Feld im Inneren ,,ausléschen®. In der Praxis wird dieses Ideal durch gute
elektrische Leiter angenihert.®!

Die Grundaufgabe der Elektrodynamik bei Anwesenheit undurchdringlicher Hinder-
nisse wird auch als Beugungsproblem im weiteren Sinn bezeichnet. Wir schreiben die
mathematische Formulierung fiir die elektromagnetischen Potentiale an, die Feldstirken
E, B ergeben sich aus den Potentialen geméfs Gl. (1.24), (1.26).

Hindernis 1

. Hindernis n

V.akuum

Abbildung 2.35: Grundaufgabe der Elektrodynamik bei Anwesenheit un-
durchdringlicher Hindernisse (Beugungsproblem im weiteren Sinn)

60Sjehe die Fuftnote auf Seite 150.

61F{r zu hohe Frequenzen (Rontgen- und Gammastrahlen) trifft dies nicht mehr zu, man muss dann
aber ohnehin zur mikroskopischen und quantentheoretischen Behandlung iibergehen, da dann die
makroskopische Elektrodynamik nicht mehr gilt, und die Energie Aiw der Photonen zum Auslésen
atomarer Stofsprozesse ausreicht.
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2.8 Beugung an undurchdringlichen Hindernissen

Die Feldgleichungen
1 8%p(r,t) _
Ago(r,t)—;zT = —4mp(r,t), (2.274)
1 8%A(r,t) _ 4rm
divA(r, t)+%% ) (2.276)

sind fur den Aufenraum der Hindernisse, d. h. fur r € R3\{V, U, U --- U V},}, zu l6sen.
Die Tangentialkomponente von E und die Normalkomponente von B miissen auf den
Oberflachen % der Hindernisse s = 1, 2, ..., n stetig sein. Da sie im Inneren der Hinder-
nisse null sind, miissen sie auch auf der ,,Aufdenseite“ null sein.®? Es miissen daher die
folgenden Randbedingungen erfiillt werden:

. (r) x (gradgo(r, £+ %M) =0, (2.277)

ot
res, s=12,...,n; Vt.
ng (r)-rotA(r,t) = 0, (2.278)

Um die Losung fir die Feldstdrken E, B eindeutig festzulegen, muss noch eine Ausstrah-
lungshedingung hinzugenommen werden. Diese muss garantieren, dass es im Unend-
lichen nur auslaufende Wellen gibt. Sie ist mathematisch so kompliziert, dass wir sie
nicht anschreiben. Es miissen ndmlich rdumlich asymptotische Bedingungen fir die
Komponenten der fouriertransformierten Feldstirken E(r,w), B(r, w) vorgeschrieben
werden. %364

Eine wesentliche Vereinfachung ergibt sich, wenn die Quellverteilung zeitlich harmonisch
ist, und stationdre Verhdaltnisse vorliegen, d. h. der ,Einschwingvorgang“ abgeklungen ist.
In komplexer Schreibweise hat man dann

pe(r,t) = pc(r)e !, Je(r,t) = je(r)eiet (2.279)
und
o(r,t) = p(r)e @,  A(r,t) = A(r)e i@t (2.280)

und die elektromagnetischen Feldstirken

E.r,t) = E.(r)e !,  B.(r,t) = B.(r)e vt (2.281)

62Die Normalkomponente von E und die Tangentialkomponente von B kénnen auf der , Auf3enseite”
der Hindernisse nicht null sein, da sie auf der ,Innenseite“ der Hindernisse null sind und auf den
Oberflachen der Hindernisse einen Sprung besitzen miissen, welcher gerade die influenzierten Ober-
flichenladungsdichten und Oberflichenstromdichten liefert.

63Siehe dazu Stumpf, H., und W. Schuler: Elektrodynamik, Vieweg, Braunschweig 1981, wo die mathema-
tische Seite des Beugungsproblems sehr ausfiihrlich besprochen wird. Die folgende Darstellung lehnt
sich eng an dieses Buch an.

64Besitzen die Oberflichen der Hindernisse Kanten, so kommen noch so genannte Kantenbedingungen
dazu. Wir nehmen im Folgenden an, dass die Oberfliachen aller Hindernisse glatt sind.
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ergeben sich geméfs (k = £ Kreiswellenzahl)
E.(r) = —grado.(r)+ikA.(r), (2.282)
B.(r) = rotA.(r). (2.283)

Es sind dann die Feldgleichungen

Ap.(r) + k*o.(r) = —4mp.(r), (2.284)
AA(F) + K2A(r) = —47” o), (2.285)
divA(r) — ikp(r) = 0 (2.286)

fiir den AufSenraum der Hindernisse, d. h. fir r € R3\{V; U1, U --- U V},}, zu l6sen, wobei die
Randbedingungen®®
ny,(r) x (grad g (r) - ikA.(r)) = 0,
(2.287)
re’, s=1,2,...,n; Vt

und die entsprechende Ausstrahlungsbedingung zu erfiillen sind.

Fir die soeben formulierte stationdre Beugungstheorie im weiteren Sinn gibt es einen
Existenz- und Eindeutigkeitssatz®® sowie exakte Losungen fur den Fall eines einzigen
kugelformigen oder zylinderférmigen Hindernisses.

Von Beugungstheorie im engeren Sinn spricht man, wenn folgende Bedingungen erfillt
sind:

« Die Quellverteilung ist so weit von den Hindernissen entfernt, dass man in der
Gegend der Hindernisse von einem Wellenfeld sprechen kann. Man nennt dann
die Quelle eine ,Lichtquelle” (Strahlungsquelle). In den Anwendungen gibt man
meist gar nicht die Quellverteilung selbst, sondern das von dieser auf den Bereich
mit den Hindernissen einfallende Wellenfeld an.

« Die Lineardimensionen der Hindernisse sowie die Abstdnde der Hindernisse sind
grof3 gegeniiber den Wellenldngen®’der von der Quelle emittierten Wellen.

Unter diesen Annahmen kann man in niedrigster Niherung zur Berechnung der , Licht-
intensitat” (Intensitiat des Wellenfeldes) im Bereich der Hindernisse und ,hinter” den
Hindernissen die Gesetze der geometrischen Optik beniitzen (,Lichtstrahlen®). Nur in der
unmittelbaren Umgebung der geometrischen Schattengrenzen und in Bereichen, in denen

®5Die Bedingungen ny (r)-rotA.(r) = 0 werden — wie man zeigen kann - nicht benotigt, da sie zu den
ibrigen Beziehungen redundant sind. Beachte, dass eine analoge Situation bei Reflexion und Brechung
vorlag.

66Dje Eindeutigkeit bezieht sich auf die Feldstirken E, B. Die Potentiale sind nur bis auf Eichtransforma-
tionen mit Eichfunktionen, welche Losung der homogenen Wellengleichung sind, bestimmt.

7In der stationidren Beugungstheorie gibt es nur eine Wellenldnge, ndmlich A = 27r/k = 27r¢/w.
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2.8 Beugung an undurchdringlichen Hindernissen

eine grofse Anzahl von ,,Lichtstrahlen“ zusammentreffen, reicht diese Niherung nicht
aus: Man muss die Beugung der elektromagnetischen Wellen berticksichtigen, welche zu
typischen Intensititsmustern (hellen und dunklen Streifen oder Ringen etc.) fiithrt. Die
Beugungstheorie im engeren Sinn ist hauptsdchlich an der Berechnung der Intensitit in
diesen Raumbereichen interessiert. Unter den ihr zugrunde liegenden Annahmen lassen
sich Ndiherungsmethoden entwickeln, welche auch bei komplizierten Anordnungen eine
halbquantitative oder sogar quantitative Berechnung der Intensititsverteilung gestat-
ten. Ausgangspunkt fiir die einfachste derartige Naherungsmethode, das kirchhoffsche
Verfahren, ist der im Folgenden abgeleitete mathematische Hilfssatz.

2.8.2 Mathematischer Hilfssatz zur Helmholtzgleichung

Die Potentiale ¢¢, Acx, Acy, A, erfilllen neben der Differentialgleichung (2.286) alle eine
inhomogene Helmholtzgleichung, also eine Differentialgleichung vom Typ

AY(r) + kK> ¥ (r) = —4mq.(r). (2.288)

Mathematischer Hilfssatz

Ist ¥, Losung der inhomogenen Helmholtzgleichung (2.288) zu einer vorgegebenen
lokalisierten ,Quellverteilung“ q., und ist V ein Volumsbereich, in dessen Innerem
tiberall q.(r) = 0 gilt, so erfiillt ¥, fiir Punkte r im Inneren vonV die Identitdt

elklr=r'|

1 ’ ! ! : i r—r b
Y.(r) = an 95 df =] [grad y.(r )+lk<1+k|r—r’| ) =] y.(r )]. (2.289)
F(V)

Fir den Beweis dieses mathematischen Hilfssatzes verwenden wir die Tatsache, dass
eik|r—r’|
Gr;r')= —— (2.290)
lr —r'|

eine spezielle greensche Funktion des Helmholtzoperators A+k?, d. h. Partikuldrintegral

von
A+ K2 G@r;r') = —4nd(r —r') (2.291)

ist®® (s. Aufgabe E23), sowie die 2. greensche Formel aus der Vektoranalysis:
f d3r’[U(r’)A'V(r') — V@A U(r’)]
v (2.292)
= 95 df’ [U(r’) grad' V(r') — V(r') grad’ U(r’)].
F(V)

687usammen mit dem Zeitfaktor e~1%! beschreibt der Ausdruck (2.290) in komplexer Schreibweise eine
vom fiktiven Quellpunkt r’ auslaufende Kugelwelle.
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q.# 0
Abbildung 2.36: Zum Hilfssatz
ar’
Setzt man in diese Formel
vy = 2 o = gy = €0 (2.293)
("')=?’ (r)= (""’)—W .
ein, so erhalt man
—k2W.(r') — 4mqc(r')
1 / \

P fd3r'[qfc(r’)A'G(r;r') — G(r;r) NP (r)]

vV  —k*G@r;r)—4nd(r—r") (2.294)
= % SIS df'-[¥.(r") grad' G(r;r') — G(r;r') grad’ ¥ (r')].
F(V)

Ist q. im Inneren von V null, so erfiillt also ¥, fiir Punkte r im Inneren von V (siehe
Abb. 2.36) die Identitat

~P.(r) = % 96 df’-[W.(r') grad' G(r;r') — G(r;r') grad' ¥ (r')]. (2.295)

FV)

Mit der greenschen Funktion (2.290) sowie dem zugehorigen Gradienten

elklr—r'| eik|"—r’|(r—r’) eiklr=r'l p _p!
rad'G(r;r’) = grad’ =—i
g ( ) g |r_r/| |r_r’|2 |1"—l"'|2 |r—r’|
i r—r eik|r—r'|
= —ik(1+ ) 2.296
klr—r'|/|r—r'| |r—r'| ( )

folgt dann die Beziehung (2.289).
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2.8 Beugung an undurchdringlichen Hindernissen

2.8.3 Kirchhoffsches Verfahren

Nehmen wir einmal an, das betrachtete stationdre Beugungsproblem sei exakt gelost
worden, und ¢., A. seien die betreffenden elektromagnetischen Potentiale. Nach dem
Hilfssatz von Abschnitt 2.8.2 missen dann ¢, A, fir Aufpunkte r im Inneren eines
VolumsbereichesV, in welchem p.(r) = 0, j.(r) = 0 gilt, die Gleichungen

1 ) eiklr—r'| ) )
o) = 3 P S erad'outr)
7w . , (2.297)
. i r—r ,
+lk(1+ k|r—r'|)|r—r’| Pelr )]’
3 P ' '
1 , elklr=r"1 1 0A ;(r")
Acj(r) = E; 9Sdfl |r—r’|[ dx]
F) / (2.298)
- i X=X
+ik(1+ k|r—rf|)|r—rf|A°J(" )

identisch erfiillen. Wir bezeichnen diese Beziehungen als kirchhoffsche Identitdten.

Die Beziehungen (2.297), (2.298) konnen nicht als Integralgleichungen fiir die gesuch-
ten Potentiale aufgefasst werden, welche man etwa durch Iteration 16sen konnte. Beachte,
dass beliebige Losungen der Helmholtzgleichungen (2.284), (2.285) fiir Aufpunkte r im
Volumsbereich V die Gleichungen (2.297), (2.298) identisch erfiillen, auch Losungen der
Helmholtzgleichungen, welche Lorenzeichung, Randbedingungen und Ausstrahlungsbe-
dingung nicht erfiillen. Beachte ferner, dass in die Gleichungen (2.297), (2.298) aufserdem
die spezielle Quellverteilung nicht explizit eingeht. Losungen der Helmholtzgleichungen
fir andere als die gegebenen Quelldichten erfiillen also ebenfalls fiir Aufpunkte r im
Volumsbereich V die Gleichungen (2.297), (2.298) identisch, woferne nur diese Quell-
dichten im Inneren von V null sind. Es ist also nicht moglich, die gesuchte Losung des
Beugungsproblems mathematisch aus den Beziehungen (2.297), (2.298) zu berechnen.

Kirchhoffs Grundgedanke fir die Gewinnung einer Ndherungslosung ist die physikali-
sche Erwartung, dass man durch Einsetzen von plausiblen erratenen Naherungsausdri-
cken fir alle in die kirchhoffschen Identitdten (2.297), (2.298) eingehenden Randwerte
der gesuchten Losung (Potentiale und Normalableitungen der Potentiale auf ganz #(V))
eine brauchbare Niaherung fiir ¢.(r), A (r) fiir Punkte r aus dem Inneren vonV erhalten
kann. Da die Helmholtzgleichung nicht die simultane Vorgabe von Funktion und Nor-
malableitung auf einer geschlossenen Oberflache erlaubt (iiberbestimmtes Problem),
steht diese Erwartung auf tonernen Fiifsen. Setzt man in die Gleichungen (2.297), (2.298)
die exakten Randwerte und Normalableitungen der Losung ein, so erhilt man daraus
natiirlich fiir Punkte r im Inneren von V auch die exakte Losung. Andert man aber Rand-
werte oder (und) Normalableitungen noch so geringfligig ab, so ist nicht gewihrleistet,
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dass sich aus den Gleichungen (2.297), (2.298) fiir Punkte r im Inneren vonV auch nur

eine geringfiigige Anderung ergibt, da aufgrund der Uberbestimmung Stabilitit nicht
gesichert ist.

Schirm

3, &

Lichtquelle

Vakuum

Abbildung 2.37: Ebener Beugungsschirm mit endlich vielen, nicht ins Unendliche
reichenden Offnungen: Volumsbereich V mit Oberfliche F#(V) fiir das Anschreiben
der kirchhoffschen Identititen; 5, %, ... Teile von #(V) unmittelbar hinter den
Offnungen, F Teil von F (V) unmittelbar hinter dem undurchlissigen Schirmteil,
., Halbkugelfliche mit Radius ' —» o0; F=HUHU ..., FV)=FUFUF

Das Erraten von physikalisch plausiblen Nidherungsausdriicken fiir die Randwerte
von ¢., A, und deren Normalableitungen auf einer geschlossenen Flache F(V) gelingt
nur fir Problemstellungen mit Beugungsschirmen der in Abb. 2.37 dargestellten Art, wenn
man F(V) wie dort eingezeichnet wahlt und folgende Voraussetzungen erfillt sind.
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2.8 Beugung an undurchdringlichen Hindernissen

Voraussetzungen:
« Offnungen und Abstidnde zwischen den Offnungen sind grof? gegen die Wellenlan-
ge.
+ Es werden nur Aufpunkte r hinter dem Beugungsschirm betrachtet, deren Ab-
stand vom Beugungsschirm grof$ ist gegen die Wellenldnge.

Fir derartige Problemstellungen schlug Kirchhoff die folgenden Annahmen vor:

Kirchhoffsche Annahmen

1. Unmittelbar hinter dem undurchlédssigen Teil des Schirmes (Flache F) sind die
elektromagnetischen Potentiale und deren Normalableitungen null.

2. Unmittelbar hinter den Schirméffnungen (Flache F) besitzen die elektromagneti-
schen Potentiale und deren Normalableitungen jene Werte, welche dort vorliegen
wiirden, wenn iberhaupt kein Schirm vorhanden wére (ungestorte von der , Licht-
quelle” her einfallende Welle).

3. Im Halbraum hinter dem Schirm verhalt sich das elektromagnetische Feld asymp-
totisch wie das einer Kugelwelle, welche vom ,,Bereich der Schirmé6ffnungen
auslduft. Legt man den Koordinatenursprung in diesen Bereich (s. Abb. 2.37), so
soll also oikr oikr

A(r) ~ 8(8,9)

pc(r) . f(8,9)

r— o0 r ’

p (2.299)

gelten.®?

Physikalisch bedeuten die Annahmen 1, 2, dass man auf F jene Randwerte wahlt,
welche dort vorldgen, wenn der Schirm nirgends eine Offnung hétte, und auf F jene
Randwerte wéhlt, die dort vorldgen, wenn es tiberhaupt keinen Schirm gébe. Bis auf
»,Randzonen® deren Breite von der Grofsenordnung der Wellenlidnge ist, stellt dies eine
gute Ndherung fiir die tatsdchlichen Felder dar.

Mathematisch sind die kirchhoffschen Annahmen tiber die Randwerte jedoch mit der
Helmholtzgleichung nicht vertrdglich. Ist ndmlich ¥, und grad ¥, - ny auf einem beliebi-
gen endlichen Teilstiick von #(V) null, und ist ¥, Lésung der Helmholtzgleichung, so
folgt ¥W.(r) = 0 fur aller € V. Dazu kommt — dies wurde bereits auf Seite 187 besprochen
—, dass bei noch so geringfligigen Abweichungen in den Randwerten und Normalablei-
tungen nicht gewihrleistet ist, dass sich fiir die Potentiale fiir Punkte r im Inneren vonV
auch nur ein geringfiigiger Fehler ergibt, da aufgrund der Uberbestimmung Stabilitit
nicht gesichert ist. Diese beiden mathematischen Méangel des kirchhoffschen Verfahrens
konnen allerdings durch eine Modifikation des Verfahrens beseitigt werden.”®

Werten wir die kirchhoffschen Identititen (2.297), (2.298) unter Verwendung der
kirchhoffschen Annahmen aus:

69Zusammen mit dem Zeitfaktor e~i¢! beschreiben diese Ausdriicke in komplexer Schreibweise eine vom
fiktiven Quellpunkt ' = 0 auslaufende winkelmafig amplitudenmodulierte Kugelwelle.
70Siehe dazu Seite 191f.
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Aufgrund von Annahme 1 sind in (2.297), (2.298) die Beitrige von F null. Zufolge der
Annahme 3 verschwinden fiir ' — oo auch die Beitrage der Halbkugelflache #,.. Fiir den
Integranden in Gl. (2.297) angeschrieben:

Auf der Halbkugelflache %, gilt df’' = % r'2d(2’ und somit

lkr

10)-df' S [grad e — k(14 ) %wﬂ r2de
) o)
= elrklr [r’ -grad’p.(r') — lk(1+ o )q;:E;T)] r'2dg) (2.300)
~——

lkr

2 ety = (k= 1)) S+ 0( )

2 o(L)rae = o(L)de — o,

r’ r'— oo

Es bleiben somit nur die Integrale iiber die Schirméffnungen F ibrig, wobei in den
Integranden aufgrund von Annahme 2 die Potentiale go(e) A(Ce) der ungestirten einfallenden
Welle einzusetzen sind. Das kirchhoffsche Verfahren liefert also fir die Potentiale ¢, A
in Aufpunkten r ,hinter dem Schirm*

lk|r r'|
Pelr) = o= ff' - [erad o)

_ , (2.301)
. 1 r—r (e) ’
+lk(1+k|r—r’|)|r—r’|¢c )],
(e) ’
eiklr=r'| L OA (r )
A</ = 4Zfﬁ|rw o]
(2.302)
; i X —x A9
+lk(1+k|r—r’|)|r— A ).

Diese Ausdriicke, die man als Kirchhoffintegrale bezeichnet, konnen als mathemati-
sche Formulierung des huygensschen Prinzips interpretiert werden, nach welchem das
Wellenfeld im Aufpunkt r als Uberlagerung von Kugelwellen

eilklr—r'|-wt)
r—r|

berechnet werden kann, welche von fiktiven Quellpunkten r’ in den Schirméffnungen
ausgehen. Amplitude und Phase dieser huygensschen Elementarwellen werden dabei

190



2.8 Beugung an undurchdringlichen Hindernissen

durch Amplitude und Phase des auf die Offnung einfallenden ungestérten Wellenfeldes
bestimmt.

Die aus den Kirchhoffintegralen berechneten Intensititsverteilungen’! stimmen
unter den auf Seite 189 genannten Voraussetzungen mit den bei Beugungsexperimenten
mit Schirmen experimentell gefundenen Intensitiatsverteilungen sehr gut iiberein.

Die auf Seite 189 besprochene mathematische Inkonsistenz des kirchhoffschen Verfahrens kann
man vermeiden, indem man in den Hilfssatz (2.295) anstelle der Greenfunktion fir natirliche
Randbedingungen Gl. (2.290) die so genannte dirichletsche Greenfunktion Gp(r;r’') einsetzt,
welche die Randbedingung Gp(r;r’) = 0 flir v’ € F(V) erfiillt. Fiir einen ebenen Beugungsschirm
erhilt man dann’? anstelle der Kirchhoffintegrale (2.301), (2.302) die modifizierten Kirchhoff-
integrale’®

1 . elklr=r'l i r—r (e,
qoc(r) E fdf . m 21k<1 + ) |r_ r’| ®c (r ), (2303)
F

klr—r'|

_ '”' i X=X 4@
Agj(r) = 47rszl T <1+k|r_r,|>|r A ), (2.304)

fiir welche man auf # nur die ungestorten Potentiale, nicht aber deren Normalableitungen beno-
tigt. Wie man sieht, erhilt man die modifizierten Kirchhoffintegrale aus den Kirchhoffintegralen,
indem man in den Kirchhoffintegralen (2.301), (2.302) den ersten Term in der eckigen Klammer
weglasst und den zweiten Term mit dem Faktor zwei multipliziert. Dieses einfache ,Rezept”
gilt auch fiir die weiteren Rechnungen bis zum Endergebnis Gl. (2.316). Es wird sich zeigen,
dass unter jenen Voraussetzungen, unter denen man vom kirchhoffschen Verfahren brauchbare
Ergebnisse erwarten kann, und in jenem Raumbereich, in welchem die daraus berechneten
Intensitdten noch merklich von null verschieden sind, die Kirchhoffintegrale praktisch dasselbe
Ergebnis liefern wie die modifizierten Kirchhoffintegrale. Diese Tatsache stellt eine gewisse
theoretische Rechtfertigung des originalen kirchhoffschen Verfahrens dar.

Im Folgenden zeichnen wir in den Abbildungen eine einzige Schirméffnung und legen
den Koordinatenursprung ,,in ihre Mitte“ (s. Abb. 2.38). Die Rechnungen gelten aber auch
bei mehreren Offnungen. Es muss nur der Ursprung in den Bereich der Schirmebene
gelegt werden, in dem die Offnungen sind. Weiters nehmen wir im Folgenden zur Ver-
einfachung der Rechnungen an, dass die ,,Lichtquelle” so weit vom Beugungsschirm
entfernt ist, dass man die ungestorte einfallende elektromagnetische Welle als mono-
chromatische ebene Welle mit vorgegebener Ausbreitungsrichtung n(®) idealisieren kann.
Da wir keine Aussagen uiber Polarisationseffekte anstreben — sie wiaren ohnehin nicht

71Beachte: Die Potentiale go(e) A(e) sind als Losungen der 1. Grundaufgabe der Elektrodynamik fiir natiir-

liche Randbedingungen im Prinzip bekannt (s. Abschnitt 1.15).
72Siehe dazu Jackson, J. D.: Klassische Elektrodynamik. Walter de Gruyter, Berlin 2006.
73Diese Bezeichnung stammt von Jackson. Kirchhoff hat dieses Verfahren nicht gekannt.
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Lichtquelle

X
|
I
I
(e) X
I
I

Schirm

Abbildung 2.38: Ebener Beugungsschirm und einfallende ebene Welle

brauchbar —, setzen wir eine linear polarisierte monochromatische ebene Welle an:
E®Ww) = aek®r  BOw) =n@©x E®®r), (2.305)
a= eE(()e)ei5(e), e-n® =0. (2.306)
Wie man leicht verifiziert (s. Aufgabe E24) lassen sich die Feldstirken (2.305) aus den
Potentialen

oPw) =0, AP = %ae”‘"(e)" (2.307)

herleiten. Setzt man diese Potentiale in die Kirchhoffintegrale (2.301), (2.302) ein, so
folgt

e.(r) = 0, (2.308)

eiklr— r’ : ! (e)
A(r) = a / <e)+(1+ ! )r r ]elk"()". (2.309)

r’| klr—r'|/|r—r|
F

Ist D die maximale Ausdehnung der Offnung bzw. des Bereiches mit Offnungen, so ist eine
notwendige Bedingung fiir die Anwendbarkeit der Kirchhoffintegrale (2.308), (2.309)
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2.8 Beugung an undurchdringlichen Hindernissen

jedenfalls

D> 1= 2% (2.310)

da sonst die kirchhoffsche Annahme 2 nicht zutrifft. Bei der Auswertung der Kirchhoff-
integrale (2.301), (2.302) bzw. (2.308), (2.309) unterscheidet man folgende Zonen:”4

o Mittelzone: A<«r ~D,
o« Fernzone: A<kD<xr.

2.8.4 Fraunhoferbeugung. Beispiele: Spalt und Doppelspalt

Wir behandeln hier nur die so genannte Fraunhoferbeugung. Von Fraunhoferbeugung
spricht man, wenn die folgende Bedingung erfillt ist:

D r
1 T < D (2.311)

Es reicht also nicht aus, dass der Aufpunkt in der Fernzone liegt, es muss dartiiber hin-
aus r im Vergleich zu D viel gréfder sein als D im Vergleich zur Wellenldange A (,,ferne
Fernzone®).”® Der Fall der Fraunhoferbeugung ist einerseits praktisch sehr wichtig, and-
rerseits auch mathematisch einfach, da sich der Integrand in Gl. (2.309) noch wesentlich
vereinfachen lasst. Man kann dann ndmlich in dieser Gleichung
1 1 r—r r i i

——r =, ——df'x-df’, 1+———x1+— %1 2.312

|r —r'| r |r —r'| af r af +k|r—r’| +kr (2.312)
setzen und man kann das Argument in exp (ik|r — r’|) vereinfachen. Wegen kr > 1 kann
man aber im Exponenten nicht |r — r’| durch r ersetzen. Man muss in der Entwicklung

r'2

r=r| =\r-r2=Vr-2rr+r= r\/l—ztf—'zr t

2.313

B r[l_r_r/+r2r/2_(r,r/)2+O(£)] ( )
B r2 2r4 r3

so weit gehen, bis die in der Entwicklung von k|r — r’'| weggelassenen Terme klein gegen

27 sind. Fur Punkte r' = (x’,y’,0) der Offnung und Aufpunkte r, welche die Bedingung

(2.311) erfiillen, folgt mit 1, ~ > zundchst einmal |k(£ 7)|max~ =2 > 7, sodass der

zweite Term in der Entwicklung (2.313) bertiicksichtigt werden muss. Dagegen folgt

e o G T [ s

2r4 2r rr 2r max
b 7
41r 4

74In der Nahzone r < A <« D sind die Kirchhoffintegrale aufgrund der Voraussetzungen fiir das kirchhoff-
sche Verfahren nicht brauchbar.
75Ein Zahlenbeispiel dazu: 1 = 6000A = 6-10~5cm, D = 10~2cm, r = 50 cm.
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Der dritte Term in der Entwicklung (2.313) und alle weiteren Terme konnen also ver-
nachlassigt werden, und man hat

exp(ik|r —r'|) ~ exp(ikr) exp [—ik(; -r)]. (2.314)

Setzen wir die Ndherungen (2.312), (2.314) in GI. (2.309) ein und beriicksichtigen wir
noch, dass auf ¥ die Beziehung df’ = —e,dx’dy’ gilt, so erhalten wir’®

Pc(r) =0, (2.315)

Q

r elkr e . r.
A(r) ~ —a|(n® + 7)-ez] e [/dx dy’ exp[ik(n® — 7)~r ]z’=0' (2.316)
F

Mit den in der Beugungstheorie tiblichen Bezeichnungen”’
n® = (a,8,7), ; = (a«,B',7") (2.317)

hat man fiir die elektromagnetischen Potentiale

ec(r) = 0, (2.318)
© pi(kr+8(®)
A(r) = —eE; B Pe— +y)H)A(x—-a, -0, (2.319)
wobei
Ala—a,B-p") = [/dx’dy’eik[(a—a')X’+(ﬁ—ﬁ’)y’] (2.320)
F

als Interferenzfunktion bzw. als Amplitudenfunktion bezeichnet wird.

Wir berechnen nun die ,,Lichtintensitit” auf einem kugelférmig gekrimmten Beob-
achtungsschirm B mit Radius r,, wobei

gelten muss.

76Das Zeichen = zeigt in der Folge jeweils einen Ndherungsschritt an. Nach einem solchen schreiben wir
wieder ein Gleichheitszeichen, damit man erkennen kann, wann ein weiterer Naherungsschritt erfolgt.

77Diese Bezeichnungen sind nicht ganz gliicklich gewéhlt. Beachte, dass o', ', ¥’ von x, y, z abhéngen,
wihrend a, 3, y vorgegebene Konstanten mit o2 + 3% + ¥ = 1 sind.
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‘q T —~ —
O\

g

Schirm

Abbildung 2.39: Beugungsschirm und Beobachtungsschirm

Da man sich im Experiment nur fiir Richtungen % interessiert, welche nahe bei n(®

liegen’®, kann man im Experiment als ,,Auffinger” einen ebenen Schirm B’ beniitzen
(siehe Abb. 2.39). Aus Gl. (1.301) und Gl. (2.247) erhalten wir

r = c .
I(r()?) = SG.0|,_,= &= |Re[E@)xBX®I|, _, (2.321)
mit
E.(r) = —grado.(r)+ikA.(r)
(2.322)
(e) el(kr+5( )]
= —eB) S — ik +7) Al -, f— B,
Bi(r) = rotAi(r)
(2.323)

r e—i(kr+5(e)) ) , , ,
~ (7xe>E(()e) 4—mlk(7+y )A*(O(—a,ﬁ’—,@ )9

78Nur fur solche Richtungen gibt es merkliche Abweichungen von der geometrischen Optik.
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also

I( r) _ csz(()e)z 1

oy 8w (47mry)? r+vy? |e X (; X e)’ Al —a’, f = B)I*. (2.324)

Das modifizierte kirchhoffsche Verfahren liefert anstelle des Faktors (y + y')? den Faktor (2y’)?,
sonst ist die Formel fiir die Intensitét gleich.

Fir jene Richtungen 5 fir die es merkliche Abweichungen von der geometrischen
Optik gibt, fiir die also |A(a — «’, B — B")|> merklich von null verschieden ist, gilt

; ~n®, also y' ~vy, e-; ~e n® =0 (2.325)

ex(Fxe) = E-ete D = [ -ete P - 1 7 =

Die Polarisationsabhéngigkeit der Intensitat ist also fiir diese Richtungen vernachlés-
sigbar. Aufserhalb dieses Winkelbereiches um die Einfallsrichtung ist der Einfluss des
Polarisationszustandes der einfallenden Welle auf den Intensitatsverlauf nicht vernach-
lassighar. Das kirchhoffsche Verfahren liefert fiir diese Richtungen — fiir die die Intensitat
schon sehr klein ist — zwar eine Polarisationsabhangigkeit der Intensitét, beschreibt sie
aber nicht quantitativ richtig. Abgesehen von dieser Feinheit kann man jedoch sagen,
dass das kirchhoffsche Verfahren einen Intensitatsverlauf liefert, welcher sehr gut mit
dem experimentell gefundenen Intensitdtsverlauf tibereinstimmt.

und

(2.326)

Interessanter als die Intensitat selbst ist das von der Intensitit der ,Lichtquelle®
unabhéangige Verhdltnis der Intensitdten fir die variable Richtung % und die feste Richtung

n®). Fir dieses Intensititsverhaltnis folgt im Rahmen der angefiihrten Ndherungen
sowohl fiir das kirchhoffsche Verfahren als auch fiir das modifizierte kirchhoffsche
Verfahren

(2.327)

o3) At )
I(ron®) ~ A(0,0) '

Beachte: Die GroRle A(0,0) = ffdx'dy’ ist der Flicheninhalt der Offnung (die Summe
F

der Flicheninhalte der Offnungen).
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Beispiele: Spalt und Doppelspalt
Rechteckspalt (s. Abb. 2.40): Mit A(0,0) =dh und

1

Yy
I
I
I
I
I
I
: Abbildung 2.40: Beugungsschirm
h R R x' mit Rechteckoéffnung
F
d
g
+2 +4

A(OC —a B _ ,3,) — fdx/ eik(a—a')x’fdy/ eik(ﬁ—ﬁ')y'

2 2

rd / ‘h ) (2.328)
sin (az_ a ) sin (;82_ ;8 )
- k(a—a) k(B—B')
2 2
folgt d N s ” N 12
I(rp ) sin K@ =) P, kh(B—F)
re = 2_ 2 (2.329)
I(ryn(®) kd(a—a’) kh(B—pB")
2 2
Die Abbildung 2.41 zeigt den Verlauf der Funktion
sin &2
(T) . (2.330)

Interpretiert man dabei & als kd(a — a’)/2, so stellt dies das Intensitdtsverhéltnis in
Abhéngigkeit von o — a’ fur § = 8’ dar. Bei senkrechtem Einfall der Strahlung auf den
Beugungsschirm, d. h. fiir « = f = 0, ist dies der Intensitatsverlauf langs der x-Achse.
(Siehe dazu auch die Aufgabe E25.) Die Abbildung 2.42 zeigt das auf dem ,,Auffanger*
erzeugte Beugungsmuster.
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1,0

i 2
Abbildung 2.41: Die Funktion (%)

Abbildung 2.42: Beugungs-
muster beim Rechteckspalt
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Doppel-Rechteckspalt (s. Abb. 2.43): Mit A(0,0) = 2dh und

1

Yy
I
I
I
I
I
I
I
I
I

h

- - — | - - . x'

Lys L v
Ala—a',f-p") = [ fdx/ eik(a—a’)x’ 4 dx’ eik(oc—cx’)x’] dy’' eik(B=B")y’
_I_ad 1 d _h
2 2 2 2 2
Subst.: x=x’+é Subst.: x=x’—é
. . (2.331)
+2 +3
= 2coS M fdxeik(a—a’)x fdy/ etk(B—B")y’
_d _h
2 2
(Alw—a', p =)0
folgt . .
I o — I g — o A~YN2
( r) _ ( r) (cos kl(a —a )) . (2.332)
I(ron(®) I(ron(®) 2
Spalt

Wegen | > d liegt das erste Minimum des Kosinusquadrat-Faktors bei kleinerem |a — o/|
als das erste Minimum des Faktors

(F. gm0
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gin £ \?
(%3*) teosaey?
1.0
0,694
0,191
| | | | —— | | - ¢
-4 -3 —_2m -n 0f 1 im _2m 3m 4n
m 3m 5w
6 6 6
. . . sin 2 )
Abbildung 2.44: Die Funktion (T> (cos3§)

Das Beugungsbild von Abb. 2.42 wird also von zuséatzlichen in der Abbildung senkrecht
verlaufenden dunklen Streifen zerteilt. Betrachten wir den Fall | = 3d. Die Abbildung
2.44 zeigt den Verlauf der Funktion

(ng)2 (cos 36)2. (2.333)
Interpretiert man dabei & als kd(a — a’)/2, so stellt dies das Intensitdtsverhéltnis in
Abhéngigkeit von o — a’ fir § = 8’ dar. Bei senkrechtem Einfall der Strahlung auf den
Beugungsschirm, d. h. fiir « = f = 0, ist dies der Intensitdtsverlauf langs der x-Achse.
(Siehe dazu auch die Aufgabe E26.) Wegen (cos 3)? < 1 ist die Funktion (2.330), welche
fir B = B’ den Intensitatsverlauf fir den Einzelspalt angibt, Hiillkurve der Funktion
(2.333), welche fiir 8 = §’ den Intensitatsverlauf fiir den Doppelspalt angibt.
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E1 Zeige, dass die Determinante der Transformationsmatrix L = (I) fiir eine belie-
bige homogene Lorentztransformation

xH = IE x
den Wert eins besitzt.

Anleitung: Verifiziere, dass fiir beliebige rdumliche Drehungen det Lp = 1 und fiir beliebige
Standard-Lorentztransformationen det Lg; = 1 ist. Eine allgemeine homogene Lorentztrans-
formation lasst sich — wie aus der Relativitdtstheorie bekannt ist — stets aus einer raumlichen
Drehung, einer Standard-Lorentztransformation und einer weiteren rdumlichen Drehung zu-
sammensetzen, wobei L = Lp,Lg¢Lp, gilt (Matrizenprodukt). Nach den Regeln der Determinan-
tenrechnung folgt dann detL = detLp, detLg; detLp,.

E2 Eine Punktladung q bewege sich relativ zu einem Inertialsystem I gleichférmig
geradlinig nach dem Bewegungsgesetz

r(t) =vgt, vy=(0y,0,0).

In dem zu I in Standardkonfiguration befindlichen dauernden R~uhsystem I der Ladung
befindet sich diese im Ursprung. Ladungs- und Stromdichte in I sind daher durch

p(F 1) =qd(F), jFi)=0

gegeben. Berechne mithilfe des Transformationsgesetzes der Viererstromdichte bei
Standard-Lorentz-Transformationen Ladungs- und Stromdichte im Inertialsystem I.

Hinweis: Das Ergebnis muss natiirlich
p(r,) = qd(r —r(t)) = qd(r—vot),  j(r,1)=vop(r,?)

lauten. Um dieses Ergebnis zu erhalten, muss man unter anderem () = 5(x)8(y)8(z) und
d(aé) = ﬁ 3(&) beniitzen.

E3 Firden in Aufgabe E2 betrachteten Fall liegt in I ein rein elektrostatisches Cou-
lombfeld vor, d. h. die elektromagnetischen Potentiale und Feldstidrken sind durch

o) =1,  AWEI) = o0,

E(#,T)

I
=
)
=
o~
N

I
=]
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gegeben. Berechne mithilfe des Transformationsgesetzes der Potentiale und Feldstarken
bei Standard-Lorentz-Transformationen die Potentiale und Feldstarken im Inertialsys-
tem [ und bringe das Ergebnis mit

() = ) .= R0 o
R(r,t):=r—r(t)=r—uvot, cosa(r;t):= R(r;t) 0o
auf die Form
v
o(r,t) = q : Ar.t) = (1),

2
R(r; t)\/l - l;—g sin®a(r; t)

aR(r (1 - ) .
E(r,t) = —¢ , B@rt) = ?0 x E(r,t).
[R(r; t)]3[1 - % sin®a(r; t)]3/2

Begriinde, warum diese Formeln fiir ¢, A, E und B auch gelten, wenn v, eine allgemeine
Richtung besitzt. Begriinde ferner, warum sie auch fir eine Anfangslage r, # 0 des
Teilchens gelten miissen, wofern man

R(r;t)=r—r(t)=r—ry— vyt
einsetzt.

Bemerkung: Das elektromagnetische Feld in [ nennt man konvektives Coulombfeld.

E4

(a) Lose die relativistische Bewegungsgleichung (1.163) fiir den Fall des homogenen

elektrostatischen Feldes
EC0 = (E(%),0,0)

und die Anfangsbedingungen
r(0)=0, v(0)=(vy,0,0)

(,longitudinales Feld®).

(b) Zeichne unter den Annahmen q > 0, E¢%) > 0, v, > 0 und v, < c ein Diagramm
fir v,(t) und vergleiche mit dem Ergebnis der ,nichtrelativistischen Mechanik“
(Newtongleichung mit Lorentzkraft).

E5 Verifiziere, dass
r
ot F E)
- = 47 8(r) 8(t)

gilt, womit gezeigt ist, dass die Funktionen (1.192) Partikuldrlésungen von Gl. (1.193)
sind.
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S(tx 1)
Anleitung: Beweise zuerst, dass fiir r # 0, t # 0 die Beziehung O - ¢ = 0 gilt. Verwende
dabei die Form des Laplaceoperators in Kugelkoordinaten. Zeige hierauf unter Beniitzung des

gaufsschen Satzes und der Beziehung A = divgrad, dass

5(tF 5
fdtfd%’[lTC = 47

R XK(e)

gilt, wobei K (¢) ein Kugelbereich vom Radius ¢ um den Ursprung ist.
E6 Fir ein gleichformig geradlinig bewegtes Teilchen gilt

r(t)=ro+uvet, vt)=v,, v(1)=0.

Die Gleichung
R(r;t)
——
f =t r—r(®)| _ ¢ |r —ro — Vot + U (t — )]
c c

lasst sich durch Quadrieren von

_ IRG30) +vg(t =)
C

t—t

explizit nach t' auflésen, womit man t’ = t,.(r, t) erhélt. Fiihre diese Auflésung durch
und zeige, dass das Einsetzen von t,.(r, t) in die Liénard-Wiechert-Felder wieder auf die
Formeln von Aufgabe E3 fiihrt.

E7

(a) Zeige, dass sich fiir v(t) < c aus der Beziehung (1.249)

d*Uraa(1,£2)  ¢20%()
ded(? 4rc3

sin?6(t) (E7-1)

ergibt, wobei 6(t) den Winkel zwischen n und v(t) bedeutet. Zeige ferner: In diesem
Fall folgt aus der Beziehung (1.258)

dUng(t) _ 2q°0%(1)
dt ~ 3¢3

(E7-2)

(b) Leite Gl. (E7-2) aus Gl. (E7-1) durch Integration {iber alle Richtungen n = {2 ab.

Anleitung zu (b): Fiir die Integration wahlt man zweckmafsigerweise die fiir festes ¢ feste
Richtung von v(¢) als Polarachse.
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E8 Leite aus den homogenen Maxwellgleichungen (1.264) bis (1.267) die Wellenglei-
chungen (1.269), (1.270) fiir die kartesischen Komponenten von E(r, t), B(r, t) ab.

Hinweis: Beachte die Fufsnote von Seite 21.

E9 Untersuche den Polarisationszustand der monochromatischen ebenen Welle Glei-
chung (1.293), (1.294) speziell fiir die Falle

T 3
X = 52— 51: 0,5,77,',7
und verifiziere auf diese Weise die diesbeziiglichen Aussagen von Abb. 1.28.

Anleitung: Fiir die Rechnung ist es zweckméfsig, das Koordinatensystem so zu wéhlen, dass
€; in x-Richtung, €, in y-Richtung und n in z-Richtung zeigt. Verwende ferner die Abkiirzung
& := k-r—ow(k)t, beniitze fiir die Komponenten von E das Additionstheorem der Winkelfunktionen
und eliminiere mithilfe von sin?£ + cos? ¢ = 1 die Grofe £.

E10 Beweise ausgehend von GI. (1.301) und der Formel (1.71) fiir den Poyntingvektor,
dass die Intensitdt der monochromatischen ebenen Welle Gl. (1.293), (1.294) durch
Gl. (1.302) gegeben ist.

Anleitung: Verwende das Additionstheorem
cos|[k(w) - r — wt + 64| = cos[k(w) r + 84| cos wt + sin[k(w) - r + 84| sinwt.

Bemerkung: In Aufgabe E19 wird die analoge Aufgabenstellung fiir eine monochromatische
ebene Welle in einem nichtdissipativen Medium mithilfe einer eleganteren Methode, der kom-
plexen Schreibweise, behandelt.

E11 Mache fir die homogenen Maxwellgleichungen den komplexen Losungsansatz
E (r,t) = aelkr=o) B (r,t)=pellkr-wt)
wobei k = kn gilt, n ein vorgegebener reeller Einheitsvektor ist und a, b konstante

komplexe Vektoren sind.

Welche Bedingungen miissen die Amplitudenvektoren a, b erfiillen und welche Be-
ziehung muss zwischen k und w bestehen (Dispersionsbeziehung w = w(k)), damit der
Ansatz die homogenen Maxwellgleichungen 16st?

Hinweis: Beachte, dassim Zusammenhang mit dem Ansatz

. . 0 .
V - ik (,in“oder,ex"), 3 - —iw

gilt.

E12 Ein geladenes Teilchen fithre eine beliebige nichtrelativistische periodische
Bewegung mit der Periode T aus. Zeige, dass dann die Beziehung (1.261) erfillt ist, wenn
die zeitliche Mittelung tiber die Periode T durchgefiihrt wird.

Anleitung: Beweise diese Aussage mittels partieller Integration.
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E13 Zeige, dassdie Beziehungen (2.102) bis (2.105) dann und nur dann widerspruchs-

frei sind, wenn w2
kZ = E(CU) -
gilt. ¢

E14 Leite aus
k(w) = k'(w) + ik"(w) =+e'(w) + ls”(a) e(w) ?
(Hauptwert der Wurzel) die Formeln (2.113), (2.114) fir k¥’ (co), k"(w) ab.

E15 Berechne Phasengeschwindigkeit und Eindringtiefe einer monochromatischen
ebenen Welle mithilfe der Beziehungen (2.115) und (2.116) fiir folgende Félle:

(@) w=6-10" Hertz, ¢’ = 6, ¢’ = 0,5;

(b) w = 6-10 Hertz, ¢/ = 4, ¢" = 104,

E16 Welche Beziehungen miissten flr w;, w,, v/e(w;), v/ e(w,) bei Vorhandensein von
Dispersion zufillig bestehen, damit eine aus zwei monochromatischen ebenen Teilwellen
mit den Kreisfrequenzen w;, w, (und gleicher Ausbreitungsrichtung n) zusammengesetz-
te ebene Welle zeitlich und rdumlich periodisch wéire? Wodurch wiren zeitliche Periode
T und Wellenldnge A einer solchen Welle gegeben?

E17 Driicke den durch a + «” = % definierten brewsterschen Winkel « = ag durch
den Brechungsindex n,, aus.

E18 Beweise die Formel (2.247).
Anleitung: Benitze die Zerlegung
E(r,t)=a(®)e ™, a(r)=ai(r)+iayr),
B.(r,t) = B(r)e ™, B(r) = Br(r) +iPs(r)

(a1, ¢z, B1, B reellwertig).

E19 Zeige, dass aus Gl. (2.247) fiir eine monochromatische ebene Welle mit reellem
Ausbreitungsvektor n und komplexem Amplitudenvektor a in einem Medium mit reellem
¢(w) fur den zeitgemittelten Poyntingvektor der ortsunabhingige Ausdruck

S = éve(a)) la|*n
folgt (|a|? == a-a*).
E20 Schreibe die z-Komponente des zeitgemittelten Poyntingvektors im Medium 1
-~ ¢
Sl = 8_71' Re(Ec’l X B(;k,l)

an und zeige damit, dass die Beziehung (2.254) gilt, dass also die z-Komponente des
zeitgemittelten Poyntingvektors keine Interferenzterme enthilt.
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E21 Zeige anhand von Zahlenbeispielen, dass fiir realistische Werte n;, < 1

1 nip

T
in2 2

von der Grofsenordnung eins ist, sobald der Einfallswinkel a einige Winkelminuten
grofder ist als der Grenzwinkel a.

E22 Zeige, dass die elektrische Feldstirke, die Phasengeschwindigkeit und die Ein-
dringtiefe fiir das Medium 2 beim , Durchgang von a durch ay stetig sind.

Anleitung: Betrachte die Grenzfélle « t ar und ¢ | a.

E23 Verifiziere, dass r
A+ K2} = —ams(r)
gilt, womit gezeigt ist, dass die Funktion von Gl. (2.290) eine spezielle greensche Funktion
des Helmholtzoperators A + k? ist.

ikr
Anleitung: Beweise zuerst, dass fir r # 0 die Beziehung {A + k?} eT = 0 gilt. Verwende dabei
die Form des Laplaceoperators in Kugelkoordinaten.

Zeige hierauf unter Beniitzung des gaufsschen Satzes und der Beziehung A = divgrad, dass
elkr
fd3r{A + kz}T = —4r
K(e)

gilt, wobei K (¢) ein Kugelbereich vom Radius ¢ um den Ursprung ist.

E24 Verifiziere, dass die Potentiale go((;e), A® von Gl. (2.307) Partikulirlésungen der
Feldgleichungen

Ap(r) + k2o (r) = 0,
AA(r)+k*A(r) = O,
divA.(r) —ikp.(r) = 0

sind, und man aus ihnen mithilfe der Formeln (2.282), (2.283) die Feldstarken von
Gl. (2.305) erhalt.

E25 Auf einen Beugungsschirm mit einem Rechteckspalt der Breite d = 1072 cm
(siehe Abb. 2.40) fallt eine ebene Welle mit der Wellenldange 4 = 6000 A=6-105cm
senkrecht ein, d. h. es gilt n(® = (a, 8,7) = (0,0, 1).

(a) Berechne fiir einen im Abstand r, = 50 cm vom Beugungsschirm aufgestellten,
zu diesem parallelen Beobachtungsschirm die Lage des ersten und des zehnten
Minimums in x-Richtung, d. h. fir g’ = 0.
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(b) Berechne fiir das zehnte Minimum in x-Richtung den Vektor % = (a’,0,y") und
tberpriife die Brauchbarkeit der Niherungen (2.325), (2.325).

(c) Mache eine mafsstabsgetreue Zeichnung von Beugungsschirm und Auffinger und

trage die Lage des zehnten Minimums in x-Richtung sowie die geometrische Schat-
tengrenze ein.

(d) Zeichne auf einer x-Achse mafsstabsgetreu die Lage des ersten Minimums in
x-Richtung sowie die geometrische Schattengrenze ein.

E26 Losedie zu Aufgabe E25 analoge Aufgabe fiir einen Beugungsschirm mit Doppel-
spalt (siehe Abb. 2.43) fiir den Fall [ = 3d.
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Sind bei einem Indexeintrag mehrere Skriptumstellen angefiihrt, so verweisen allféllige schrig
gestellte Seitenzahlen auf die wichtigsten Stellen fiir den betreffenden Eintrag.

A

Abraham-Lorentz-Modell der ,,physikali-
schen Punktladung“ 106-109
abrahamsche Strahlungsriickwirkungskraft
siehe Strahlungsriickwirkungskraft
Absorption, Resonanz- 132,138,139
amperesches Gesetz oder Verkettungsgesetz
14
Anschlussbedingungen siehe Grenzbedin-
gungen
Arbeitssatz fiir eine Punktladung siehe Bewe-
gung einer Punktladung
Ausbreitung elektromagnetischer Wellen
im Vakuum 54, 89
in einem Medium 137-139
Ausstrahlung elektromagnetischer Wellen
durch beschleunigt bewegte Punktla-
dungen 34, 55, 78-88
gesamte Ausstrahlungsleistung 85
Winkelverteilung 83, 86-88
durch gegebene Quellverteilungen 79
Ausstrahlungsbedingung 69, 183
avancierte Potentiale siehe Potentiale, elek-
tromagnetische

,Beschleunigungsfeld“ einer Punktla-
dung 78
Beugung elektromagnetischer Felder an
undurchdringlichen Hindernissen
182-184
Beugungstheorie im engeren Sinn
184-185

Fraunhoferbeugung 193-196
am Doppelspalt 199-200
am Rechteckspalt 197-198
huygenssches Prinzip 190
kirchhoffsches Verfahren fiir ebene Beu-
gungsschirme 187-191
Kirchhoffintegrale 190
kirchhoffsche Annahmen 187-189
kirchhoffsche Identititen 187
modifizierte Kirchhoffintegrale 191
mathematischer Hilfssatz zur Helm-
holtzgleichung 185-186
stationdre Beugungstheorie 183-184
bewegte Punktladung, elektromagnetisches
Feld 71-76
Bewegung einer Punktladung
in einem allgemeinen elektromagneti-
schen Feld 54-57
in einem homogenen elektrostatischen
Feld 58-60
in einem homogenen magnetostati-
schen Feld 60-62
in einem homogenen statischen elektro-
magnetischen Feld 57-58
Bewegungsgleichungen
in der Maxwell-Lorentz-Theorie 5, 26,
102-106
vorlaufige 27
in Viererschreibweise 50, 105
Lorentz-Abraham-Dirac-Gln. 102
Spohngleichungen 105
in der newtonschen Gravitationstheorie
29
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Bewegungsgleichung fiir eine Punktladung
siehe Bewegung einer Punktladung

Bewegungsumkehr-Transformation in der
Elektrodynamik 71

Brechung siehe Reflexion und Brechung bzw.
Totalreflexion

brewsterscher Winkel 172-173

(o

Coulombeichung 21
Coulombfeld
elektrostatisches 63, 77
konvektives 77
verallgemeinertes 78
Coulombpotential 19, 63, 77
coulombsches Gesetz 14

D

Diamagnetika 130
dielektrische Verschiebung siehe makrosko-
pische Elektrodynamik, Hilfsfeld D
Dielektrizitdatsfunktion, komplexwertige
135-137,139,142
fir NaCl 136
Dielektrizitatskonstante, statische 130
Dipolmoment
elektrisches 122,123,128
magnetisches 122,123,128
Dispersion der elektrischen Suszeptibilitat
132-137
Oszillatormodell 132
Dispersionsbeziehung
fir elektromagnetische Wellen im Medi-
um 140
far elektromagnetische Wellen im Vaku-
um 94
Drehimpulsdichte und Drehimpuls-
stromdichte des elektromagne-
tischen Feldes im Vakuum 38
Drehimpulserhaltung in der Maxwell-
Lorentz-Theorie 38

Eichfunktionen 21, 22, 23
Eichinvarianz 21
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Eichtheorien 21
Eichtransformationen 21-23
Eichung
Coulomb- 21
Lorenz- 22, 67
Einstein-de Broglie-Beziehungen 94
elektrische Leiter 131, 136
ideale 150, 182
elektrische Leitfahigkeit siehe Gleichstrom-
leitfahigkeit
elektrische Verschiebung siehe makroskopi-
sche Elektrodynamik, Hilfsfeld D
Elektrodynamik kontinuierlicher Medien sie-
he makroskopische Elektrodynamik
elektromagnetische Wellen im Medium
ebene Wellen in ,, transparenten Medi-
en®
Wellenpakete 147
ebene Wellen in transparenten Medien
aperiodische 146
monochromatische 144
gedampfte monochromatische ebene
Wellen 142-143
Eindringtiefe 143
Phasengeschwindigkeit 143
inhomogene Wellen 141,166,171,179
komplexe Schreibweise 140
Phasen-, Gruppen-, Front-, Energie-
transport- und Signalgeschwin-
digkeit 138-139
,Vorldufer“ 139
zerfliefdende, geddmpfte und verzerrte
Wellen 137-138
elektromagnetische Wellen im Vakuum
Ausbreitung 54, 89
Ausbreitungsgeschwindigkeit 8
ebene Wellen 90-93
aperiodische 93, 98
monochromatische 93-97
periodische 93, 97
Transversalitdt 92
experimentell erforschter Frequenzbe-
reich 94-95
komplexe Schreibweise 99-101
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sichtbarer Spektralbereich 94
Wellenpakete 98
Energiedichte
des elektromagnetischen Feldes im Me-
dium 157-158
bei vernachlédssigbarer Dispersion
146, 158
des elektromagnetischen Feldes im Va-
kuum 32
einer ebenen elektromagnetischen Wel-
le im Vakuum 93
Energieerhaltung in der Maxwell-Lorentz-
Theorie 31
Energiestromdichte
des elektromagnetischen Feldes im Me-
dium 145, 155-156,158
des elektromagnetischen Feldes im Va-
kuum 32
einer ebenen elektromagnetischen Wel-
le im Vakuum 93
Erhaltung der elektrischen Ladung 12-14

F

faradaysches Induktionsgesetz 14
Feld, elektromagnetisches
einer beliebig bewegten Punkt-
ladung 71-76
einer beschleunigt bewegten Punkt-
ladung 77-79
einer gleichférmig geradlinig bewegten
Punktladung 77
einer ruhenden Punktladung 77
Feldgleichungen, makroskopische 113,116
Herleitung aus den mikroskopischen
Feldgleichungen durch rdumliche
Mittelung 118-127
Feldgleichungen, mikroskopische
fir das elektromagnetische Feld 5, 14,
26,53
fiir die elektromagnetischen Potentiale
21
fiir die Potentiale in Lorenzeichung 22
in Integralform 17
in Viererschreibweise 50, 105

Lorentzkovarianz 44
quellenfreie 89
Zeitumkehrinvarianz 71
,Feldinvarianten® des elektromagnetischen
Feldes 45
Feldtensor des elektromagnetischen Feldes
im Vakuum 49-51
Feldtheorien 9
Fernwirkungstheorien
instantane 8
retardierte 8
Fernzone 193
Flachendivergenz eines Vektorfeldes in ei-
nem Flachenpunkt 151
Flachenladungs- und Flachenstromver-
teilungen, elektrische 147
Fliachenladungs- und Flichenstromver-
teilungen, elektrische 150
Flachenladungsdichte, elektrische 149,
152-153
Flachenrotor eines Vektorfeldes in einem
Flachenpunkt 151
Flichenstromdichte, elektrische 149
Forminvarianz siehe Kovarianz
freie elektrische Ladungsdichte der Materie
114,127,130-131
Definition 123
fresnelsche Formeln 171,171,176,177

G

Galileitransformationen 8
,Geschwindigkeitsfeld“ einer Punkt-
ladung 78
Gleichstromleitfahigkeit 129,130, 136
Gravitationstheorie 3
einsteinsche 7, 15
newtonsche 6, 8, 28-29
Existenz und Eindeutigkeit von Losun-
gen 29
Gravitationswellen 8, 10
greensche Funktionen
des d’Alembertoperators 67-68
des Helmholtzoperators 185
des Laplaceoperators 64
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Grenzbedingungen fiir die makroskopi-
schen elektromagnetischen Felder
147-151,161,176

Herleitung fiir ebene Grenzflichen
151-155
Grenzwinkel der Totalreflexion 163

I
Impulsdichte
des elektromagnetischen Feldes im Va-
kuum 36

einer ebenen elektromagnetischen Wel-
le im Vakuum 93
Impulserhaltung in der Maxwell-
Lorentz-Theorie 35
Impulsstromdichte des elektromagneti-
schen Feldes im Vakuum 37
Induktionsterm 16, 17
Inertialsysteme 6
Homogenitit der Zeit 29
Homogenitit und Isotropie des Bezugs-
raumes 29
in Standardkonfiguration 7
,raumzeitlich lokale“ 7
raumzeitlich unendliche 6
Influenz 182
inneres Produkt von Vierervektoren 42
Intensitit monochromatischer elektro-
magnetischer Wellen 97
fir ebene Wellen im Vakuum 97
fir ebene Wellen in ,transparenten Me-
dien“ 145

J

joulesche Warme 129,133, 157
joulesche Warmeleistungsdichte 157, 158

K

komplexe Schreibweise in der Elektro-
dynamik 99-101, 140
Kontinuititsgleichung in der Elektro-
dynamik 14, 16, 53,114
in Viererschreibweise 43
Kovarianz 6, 26, 39, 44, 48
Kraftgesetz
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in der Maxwell-Lorentz-Theorie 5,23-25
vorléufiges 27
in Viererschreibweise 50
Lorentz-Abraham-Kraft 25
in der newtonschen Gravitationstheorie
29
Kreiswellenzahl-Vierervektor fiir monochro-
matische ebene Wellen im Vakuum
94
Kreiswellenzahlvektor
flir monochromatische ebene oder inho-
mogene Wellen im Medium 140
fiir monochromatische ebene Wellen im
Vakuum 94

Ladung, elektrische
Diskretheit 12,15
Erhaltung 12-14
Lorentzinvarianz 1.3, 40
Ladung, magnetische siehe magnetische Mo-
nopole
Ladungsdichte, elektrische 11
larmorsche Formel fiir die gesamte Ausstrah-
lungsleistung 86
Leiter, elektrische 131, 136
ideale 150, 182
Leitfahigkeit siehe Gleichstromleitfahigkeit
Leitungsstromdichte der Materie,
elektrische 114, 127
Definition 123
Liénard-Wiechert-Feld 76
Liénard-Wiechert-Potentiale 74
,Lichthaut”im Medium 2 bei Totalreflexion
166, 180-181
Phasengeschwindigkeit 179
Eindringtiefe 179
Lorentz-Abraham-Kraft 25
Lorentzkovarianz siehe Kovarianz
Lorentzkraft 23-24, 27, 50
Vierer- 48
Lorentztransformationen, allgemeine 6
der Raumzeitkoordinaten 40
der Viererstromdichte 42
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des Viererpotentials 43
Lorentztransformationen, Standard-

der elektromagnetischen Feldstirken 45

der elektromagnetischen Potentiale 43

der elektromagnetischen Quelldichten

42

der Kraft 47

der Raumzeitkoordinaten 9

der Teilchengeschwindigkeit 48

der Viererstromdichte 42
Lorenzeichung 22, 67

Feldgleichungen fiir die Potentiale 22
Lorenzkonvention 21, 23

in Viererschreibweise 43

M

magnetische Induktion siehe makroskopi-
sche Elektrodynamik, Hilfsfeld H
magnetische Monopole 15
magnetische Verschiebung siehe
makroskopische Elektrodynamik,
Hilfsfeld H
Magnetisierung siehe Polarisationsfeld der
Materie, magnetisches
Magnetisierungsstromdichte der Materie
114
makroskopische Elektrodynamik 111-116
Definition der makroskopischen
Feldstdrken 119
Grundgleichungen siehe Feldgleichun-
gen, makroskopische und siehe
Materialgleichungen
Hilfsfelder D, H115
logisches Schema 115
makroskopische Grofsen 113
Berechnung durch rdumliche
Mittelung 116-119
Materialgleichungen der makroskopischen
Elektrodynamik 114, 116,128
fiir zeitlich nicht zu rasch verdnderliche
Felder 130
fiir zeitlich sehr rasch verdnderliche Fel-
der (Dispersion) 131-137
fiir zeitunabhéngige makroskopische
Quellen und Felder 129

Maxwell-Lorentz-Theorie 3-5, 11, 15,
104-105
Drehimpulserhaltung 38
Energieerhaltung 31
Erhaltungssitze 29
Existenz und Eindeutigkeit von Lésun-
gen 105
Grenzen 18-20
Grundgleichungen 26, 104-105
Impulserhaltung 35
logisches Schema 27, 52
Lorentzkovarianz 48
Zeitrichtung 71
Maxwellgleichungen siehe Feldgleichungen
fiir das elektromagnetische Feld
maxwellscher Spannungstensor 37
Maxwelltheorie 53-54, 69, 71, 168
mikroskopische Elektrodynamik siehe
Maxwell-Lorentz-Theorie
Mittelzone 193

Nahzone 193

nichtlineare Optik 134

Normalkomponente eines Vektorfeldes in ei-
nem Flachenpunkt 149

o

oerstedsches Gesetz 14
ohmsches Gesetz 129

P

Paramagnetika 130
Permeabilitit, statische magnetische 130
Phase einer monochromatischen ebenen
Welle als Viererskalarfeld 94
Poissongleichung 63, 65
Polarisation siehe Polarisationsfeld der Mate-
rie, elektrisches
Polarisationsfeld der Materie
elektrisches 114, 127, 134-135
Definition 123
magnetisches 114, 128, 132
Definition 123
Polarisationsladungsdichte der Materie 114
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Polarisationsstromdichte der Materie 114
Polarisationsvektoren 91, 144, 168,169,171
Polarisationszustand einer monochromati-
schen ebenen elektromagnetischen
Welle 95-96, 144
elliptische Polarisation 95-96
lineare Polarisation 95-96
zirkulare Polarisation 95-96

Potential
Coulomb- 19, 63, 77
Yukawa- 19

Potentiale, elektromagnetische

avancierte 66

Eichtransformationen 21-23

Feldgleichungen 21

bei Lorenzeichung 22

Liénard-Wiechert- 74

retardierte 66

Viererpotential 43

Zusammenhang mit den Feldstdrken 20
poyntingsches Vektorfeld 33
,Poyntingvektor siehe poyntingsches Vektor-

feld

Reflexionskoeffizient siehe Reflexion und
Brechung bzw. Totalreflexion
Reflexion und Brechung bzw. Totalreflexion
an einer ebenen Grenzfliche
Brechungsgesetz 164-165,168,176
»~Brechungsgesetz“ (im weiteren
Sinne) 167
brewsterscher Winkel 172-173
fresnelsche Formeln 171,171,176, 177
Grenzwinkel der Totalreflexion 163
Losungsansatz 159-161
Polarisations- und Intensitatsverhéltnis-
se172-178
Reflexionsgesetz 162,168,176
Reflexionskoeffizient 176-177,178
Totalreflexion (siehe auch , Licht-
haut®) 166,171, 177-181
Transmissionskoeffizient 176-177,178
,relativistische Masse*“ 57
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Relativitatsprinzip 6
einsteinsches 9,18, 39, 107
galileisches 7
Relaxationsfunktion bei zeitlicher Dispersi-
onl34
Relaxationszeit 131
Resonanzabsorption 132,138,139
retardierte Losungen 24, 25, 53
retardierte Potentiale siehe Potentiale, elek-
tromagnetische
Reziprozititssatz der Relativitdtstheorie 42
Ruhmasse eines Teilchens 56-57

S

Selbstkraft in der Elektrodynamik siehe
Strahlungsriickwirkungskraft
Signalgeschwindigkeit 8-9, 139
skalares Potential siehe Potentiale, elektroma-
gnetische
Standard-Lorentztransformationen siehe Lo-
rentztransformationen, Standard-
Stetigkeitsbedingungen siehe Grenzbe-
dingungen
Strahlungsfelder, elektromagnetische 46
auslaufende 54, 70
beschleunigt bewegter Punktladungen
78
einlaufende 5, 70
gegebener Quellverteilungen 70, 79
raumlich lokalisierter Quellen 54, 69
Strahlungsriickwirkungskraft 23, 25, 52,
54-55, 85, 101-103
Vierer- 102
Stromdichte, elektrische 11
Suszeptibilitét
statische elektrische 129
statische magnetische 129
Suszeptibilititsfunktion, komplexwertige
elektrische 135

T

Tangentialkomponente eines Vektorfeldes
in einem Flachenpunkt 149
Teilchenbeschleuniger 51
Kreisbeschleuniger 55, 86
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Linearbeschleuniger 55, 59, 86 z
Testladung 10-11, 23-24 Zeitumkehr-Transformation siehe Bewe-
Totalreflexion siehe Reflexion und Brechung gungsumkehr-Transformation
bzw. Totalreflexion und sieke , Licht- Zyklotronfrequenz 61
haut®

Tragheitsprinzip 6, 7

Transmissionskoeffizient siehe Reflexion und
Brechung bzw. Totalreflexion

Transparenzbereiche eines Mediums 137

\'

Vektorpotential siehe Potentiale,
elektromagnetische
Verkettungsterme 16,17, 50
Verkniipfungsgleichungen siehe Materialglei-
chungen der makroskopischen Elek-
trodynamik
,Verschiebungsstrom des Vakuums“ 16
,vierdimensionales Volumselement als Lo-
rentzinvariante 40
Vierer-Lorentzkraft 48
Vierer-Strahlungsriickwirkungskraft 102
Vierergeschwindigkeit 41
Vierergradientenoperator 42
Viererpotential, elektromagnetisches 43
Viererstromdichte, elektrische 41-42

w

Wellen
elektromagnetische siehe elektroma-
gnetische Wellen im Vakuum
bzw. im Medium
Gravitations- 8, 10
Wellenfelder, elektromagnetische siehe
Strahlungsfelder, elektromagneti-
sche
Wellengleichungen
homogene 89
inhomogene 22
in Viererschreibweise 43
Wellenpakete in der Elektrodynamik
siehe elektromagnetische
Wellen im Vakuum bzw.
im Medium
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Kapitel 3

Teilchen- und Feldaspekte bei Licht und Materie

3.1 Versagen der klassischen Teilchen- und Feldtheorien

Die klassischen Teilchen- und Feldtheorien bewéihren sich bei der Beschreibung grofser
Erfahrungsbereiche. Wie allen physikalischen Theorien sind ihnen aber Grenzen gesetzt.
Im Folgenden werden Beispiele fiir Phinomene genannt, bei deren Beschreibung sie
sich bewéahren, sowie Beispiele fiir Phdnomene, bei denen sie versagen.

Erfahrungsbereiche, in denen die klassische Feldtheorie des Lichtes?
erfolgreich ist:

+ Ausbreitung von Licht im leeren Raum (s. Abschnitt 1.17)

» Aberration und Dopplereffekt

+ Reflexion und Brechung (s. Abschnitt 2.7)

+ Interferenz- und Beugungsphédnomene (bei den in der Optik auftretenden Licht-
intensitaten) (s. Abschnitt 2.8)

Erfahrungsbereiche, in denen die klassische Teilchentheorie des Lichtes
erfolgreich ist:
 Aberration

+ Reflexionsgesetz; Brechungsgesetz, wofern man das Medium als ,,reibende Sub-
stanz“ behandelt

« Lichtausbreitung im Vakuum, falls Hindernisse und Offnungen sowie deren Ab-
stinde hinreichend grofs sind (geometrische Optik)

« lichtelektrischer Effekt und Comptoneffekt, wofern man die Energie der Lichtteil-
chen misst

Phanomene, bei denen beide klassischen Theorien versagen:
- spektrale Verteilung der Hohlraumstrahlung
« Winkelverteilung des Lichtes bei der Comptonstreuung
« spontane Lichtemission durch Atome

+ Beugungsexperimente mit extrem schwacher Lichtquelle und kurzer Expositions-
zeit

TAls Licht wird hier nicht nur die sichtbare elektromagnetische Strahlung, sondern die elektromagnetische
Strahlung aus dem gesamten Spektrum bezeichnet. Die Grundgleichungen der klassischen Feldtheorie
des Lichtes sind die quellenfreien Maxwellgleichungen.
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Ahnliche Verhéltnisse liegen bei Materie vor.

Erfahrungsbereiche, in denen die klassische Feldtheorie der Materie?
erfolgreich ist:

« Beugungs- und Interferenzerscheinungen bei Experimenten mit hinreichend in-
tensitdtsstarken Strahlen von ,Mikromaterie” (z. B. Beugung von Elektronenstrah-
len durch Kristallgitter)

Erfahrungsbereiche, in denen die klassische Teilchentheorie der Materie
erfolgreich ist:

« Dynamik makroskopischer Koérper

+ ,Bewegung“ von ,,Mikroobjekten“ (Elementarteilchen, Ionen etc.) in Beschleuni-
gern

Phanomene, bei denen beide klassischen Theorien versagen:

« Winkelverteilung von ,Mikroobjekten“ bei Streuprozessen
Eine Ausnahme stellt die Coulombstreuung nichtidentischer ,Mikroobjekte“ (z. B. Elektron-
Proton-Streuung), die so genannte Rutherfordstreuung, dar. Durch einen mathematischen
»Zufall“ stimmt fiir das Coulombpotential der klassische mit dem quantenmechanischen
Streuwirkungsquerschnitt tiberein. Bei der Coulombstreuung identischer ,Mikroobjekte®
(z. B. Elektron-Elektron-Streuung) hingegen, der so genannten Mottstreuung, versagt die
klassische Theorie.

+ Struktur (Aufbau, Stabilitdt) und Linienspektren von Kernen, Atomen und Molekii-
len
Eine Ausnahme stellt das Wasserstoffatom dar, welches sich klassisch beschreiben lésst,
wenn man die bohrschen Ad-hoc-Hypothesen beziiglich der ,erlaubten” strahlungsfreien
Elektronbahnen einfiihrt. Ein weiterer mathematischer ,,Zufall“, der wieder das Coulomb-
potential betrifft. Bereits beim Heliumatom scheitern alle Versuche, das Linienspektrum
auf analoge Weise zu verstehen.

» radioaktiver Zerfall (Tunneleffekt)

« Kernspaltung

« Struktur von Flissigkeiten und Festkorpern

+ Stern-Gerlach-Effekt (Spin)

« Ferromagnetismus, Supraleitung

Aufgrund dieser Situation kann man folgende alternative Betrachtungsweisen ins Auge
fassen:

1. | Licht und Materie bestehen weder aus klassischen Teilchen (mit allen zuge-
horigen Attributen), noch sind sie klassische Felder (mit allen zugehoérigen
Attributen), sondern sie sind als neue Grunderfahrung einzustufen.

2Ein kurzer Abriss dieser Theorie, der de Broglie-Schrodinger-Materiefeldtheorie, wird in Abschnitt 3.3
und Abschnitt 4.3 behandelt.
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3.1 Versagen der klassischen Teilchen- und Feldtheorien

In der Quantentheorie wird diese neue Grunderfahrung mit ihren rudimentiren
Teilchenaspekten (Lokalisierbarkeit, ,Klumpigkeit“) und ihren rudimentéren Feld-
aspekten (Interferenzfihigkeit) mathematisch logisch widerspruchsfrei erfasst,
und es werden alle bekannten Phanomene in Ubereinstimmung mit der Erfahrung
beschrieben. Will man tiber ein Phidnomen in der aus Erfahrungen mit unserer
makroskopischen Umwelt entstandenen Sprache und in anschaulichen Bildern,
die makroskopischen Phidnomenen entlehnt sind, sprechen, so muss man einmal
die klassische Teilchenvorstellung, einmal die klassische Feldvorstellung beniitzen.
Nur in speziellen Grenzfillen (in denen klassische Theorien anwendbar werden)
kann man mit einem dieser Bilder allein das Auslangen finden, ansonsten muss
man zwischen den Bildern ,,springen®.

Konkret: Das Elektron ist nach dieser Auffassung weder ein klassisches Teilchen,
noch ein klassisches Feld, noch besitzt es eine ,,Doppelnatur®. Es ist weder Teilchen,
noch Welle, noch beides, es ist etwas Neuartiges, durch klassische Bilder nicht bzw.
nur bedingt Erfassbares. Es verhélt sich lediglich in mancher Hinsicht dhnlich wie
ein klassisches Teilchen, in mancher Hinsicht dhnlich wie ein klassisches Feld oder
— wie man meist sagt — wie eine Welle.

. Licht und Materie sind klassische Felder, ,,Kornigkeit*, ,, Klumpigkeit“, Lokalisier-
barkeit miissen als spezielle ,Feldkonzentrationen” (,,Wellenpakete®) verstanden
werden. Diese Auffassung wurde von Schrodinger und anfangs auch von de Broglie
vertreten, doch liefs sich eine derartige mit der Erfahrung nicht in Konflikt kom-
mende klassische Feldtheorie nicht formulieren, sodass diese Moglichkeit ausfallt
(s. dazu Abschnitt 3.3).

. Licht und Materie besitzen eine echte klassische Doppelnatur, d. h. es liegen jeweils
zugleich ein Kklassisches Feld und klassische Teilchen vor.

Konkret: Elektronmaterie besteht aus klassischen Teilchen, welche von einem
klassischen Feld, dem Fiihrungsfeld, einem Feld im Konfigurationsraum, ,dirigiert®
werden. Die Teilchen bewegen sich auf realen Bahnen, wobei diese aufder durch
die normalen Kréfte noch durch eine zusitzliche Fiihrungskraft, die Quantenkraft,
bestimmt sind. Diese Auffassung wurde von de Broglie nach Scheitern des reinen
klassischen Feldkonzeptes vertreten und von Bohm 1952 mathematisch so formu-
liert, dass sich die statistischen Aussagen mit jenen der Standardformulierung der
Quantentheorie decken, wihrend die Teilchenbahnen und das Fiihrungsfeld selbst
zwar als real, zugleich aber als prinzipiell unbeobachtbare ,,verborgene Parameter*
erkliart werden. Mittelung iber die ,,verborgenen Parameter® liefert dann dieselben
statistischen Aussagen wie die Standardformulierung der Quantentheorie.

Da das Fuhrungsfeld ein Feld im Konfigurationsraum ist, kann man nicht — wie dies
oft behauptet wird — sagen, ein einzelnes Elektron sei zugleich klassisches Teilchen
und klassisches Feld. Diese Redeweise wére zwar bei einem Einelektronenpro-
blem (etwa fiir das Elektron eines Wasserstoffatoms) moglich, nicht aber bei einem
Mehrelektronenproblem. So ist etwa das Fiihrungsfeld fiir die zwei Elektronen des
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Heliumatoms ein Feld im sechsdimensionalen Konfigurationsraum, mathema-
tisch beschrieben durch eine Feldfunktion ¥ (ry,r,,t), welche zu beiden Teilchen
gehort. Man hat also dann zwei Teilchen, aber nur ein Feld vorliegen. Es stellt sich
natiirlich die Frage, was dann die Aussage bedeuten soll, dass das Fithrungsfeld
ein physikalisch reales Feld ist. Heisenberg stellt dazu die Frage?: «Ist denn der
Konfigurationsraum ein ,wirklicher“ Raum?»

4. Licht und Materie besitzen eine Doppelnatur, aber nicht im klassischen Sinn und

nicht als ein ,Nebeneinander®, sondern als komplementdre Ziige, von denen je nach
Versuchsanordnung und Phdnomen einmal der eine, einmal der andere Zug schér-
fer hervortritt.
Konkret: Das Elektron selbst besitzt Teilchen- und Wellencharakter, diese Eigen-
schaften stehen aber nicht zueinander im Widerspruch, da sie zueinander kom-
plementir sind, was im Formalismus der Quantentheorie durch die Unbestimmt-
heitsbeziehungen gewéihrleistet ist. Diese bohrschen Begriffe des Dualismus und
der Komplementaritdt bilden Eckpfeiler der so genannten Kopenhagener Deutung der
Quantentheorie.

Wir werden im Folgenden die auf Feynman zuriickgehende Auffassung von Punkt 1
zugrunde legen. Auf die Frage der Interpretation der Quantentheorie werden wir spater
zuriickkommen. Wir werden dann die Hauptstreitpunkte anfiihren und ausdriicklich
sagen, welche Position in diesen Punkten die hier vorgetragene Standardinterpretation der
Quantenmechanik einnimmt. Diese Standardinterpretation unterscheidet sich in einigen
Punkten von der (nirgends wirklich klar formulierten) ,, mystischen®, unspezifischen
Kopenhagener Interpretation.*

3.2 Doppelspaltversuch mit Licht bzw. mit
Materiestrahlen

Die klassische Feldtheorie (Wellentheorie) liefert eine Interferenzverteilung auf dem Auf-
fanger, wie sie qualitativ in Abb. 3.1 dargestellt ist. (Im Rahmen der elektromagnetischen
Lichttheorie handelt es sich speziell um die Verteilung von Aufgabe E26, wofern die
Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit der kirchhoffschen Annahmen und fiir die
Fraunhoferbeugung erfiillt sind.) Das Intensititsverhdltnis I(x)/I(0) ist unabhingig von
der Intensitit der Quelle. Am Auffianger langt eine ausgedehnte kontinuierliche Wellenfront
an, die auftreffende Energie ist kontinuierlich verteilt.

In der klassischen Teilchentheorie hingegen gibt es den Begriff der Teilchenbahn. Selbst
wenn die Versuchsanordnung nur Einschlidge auf dem Auffinger zu registrieren gestattet,

3Siehe dazu Seite 145 von Baumann, K., und R. U. Sexl: Die Deutungen der Quantentheorie. Vieweg,
Braunschweig 1987.
4Siehe dazu Seite 16 des Buches von Baumann und Sexl.
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3.2 Doppelspaltversuch mit Licht bzw. mit Materiestrahlen

Schirm

Abbildung 3.1: Intensititsverlauf auf dem Auffidnger nach der klassischen Feldtheorie:
Interferenzverteilung I(x) = |A;(x) + A,(x)|? = L(x) + I,(x) + Interferenzterm

also keine Aussage liefert, durch welchen Spalt das jeweilige Teilchen hindurchgetreten
ist, kann man doch sagen, dass ein auf dem Auffanger ankommendes Teilchen durch
Spalt1 oder durch Spalt 2 gekommen sein muss. Nimmt man nun an, dass die Bahn-
kurve eines durch Spalt1 (2) hindurchtretenden Teilchens praktisch dieselbe ist, wenn
Spalt 2 (1) offen ist, wie wenn Spalt 2 (1) geschlossen ist — diese Annahme ist nach allem,
was wir iiber die fundamentalen physikalischen Wechselwirkungen wissen, gerechtfer-
tigt —, so muss sich nach jeweils insgesamt 4" Einschldgen (4" hinreichend grofs) auf
dem Auffanger dieselbe Intensitidtsverteilung ergeben, wenn die Héalfte der Zeit Spalt 1
und die andere Halfte der Zeit Spalt 2 geschlossen ist, wie wenn die ganze Zeit beide
Spalte offen sind, d. h. es muss I(x) = I;(x) + I,(x) gelten (keine Interferenzverteilung; s.
Abb. 3.2). Weiters ist typisch fiir das klassische Teilchenbild, dass auf dem Auffinger
die Energie diskontinuierlich anlangt: Es schlagen einzelne Teilchen ein. Eine annidhernd
kontinuierliche Intensitdtskurve ergibt sich erst fiir hinreichend grofses .,4". Bei inten-
sititsschwacher Quelle und kurzer Expositionszeit des Auffingers hat man nur einige
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Schirm

Abbildung 3.2: Intensitidtsverlauf auf dem Auffinger nach
der klassischen Teilchentheorie: I(x) = I;(x) + I,(x)

statistisch verteilte Einschlige.

Was findet man experimentell beim Doppelspaltversuch mit Licht bzw. mit Strahlen
von ,Mikromaterie“?

Bei den Beugungsversuchen der Optik findet man eine ausgezeichnete Bestatigung
der Ergebnisse der klassischen elektromagnetischen Lichttheorie, der klassischen Feld-
theorie des Lichtes. Auch fiir im Sinne der konventionellen Optik schwache Lichtquellen
trifft dies zu. Grund dafiir ist aber lediglich die Kleinheit des so genannten Wirkungs-
quantums. Ein Beispiel: Eine 100 W-Glithbirne, welche Licht der Wellenldnge 1 = 6000 A
aussendet, emittiert pro Sekunde rund 3-10%° Photonen.? — Macht man in einem Experi-
ment die Quelle so intensitatsschwach, dass in einer Stunde auf dem Auffanger nur die
Energie 100 zw auftrifft (was 100 Photonen entspricht), so findet man nach Entwicklung
einer Photoplatte, welche eine Stunde exponiert wurde, hundert mehr oder weniger

5Siehe dazu Seite 19.
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. . .:».. . ° Abbildung 3.3: Verteilung der Schwéarzungs-
. Yo O L punkte bei niedriger Photonenzahl

zuféllig verteilte Schwarzungspunkte (s. Abb. 3.3). Erst bei sehr langer Expositionszeit
wirde man die mithilfe der klassischen elektromagnetischen Lichttheorie berechnete
kontinuierliche Intensitatskurve finden.

Stellt man als Auffanger eine Anordnung von schmalen Detektoren auf, so ,klickt
jeweils nur ein Detektor, und zwar im Mittel alle 30-40 Sekunden, wobei der betreffende
Detektor das Energiequant Aw, d. h. ein Photon, absorbiert. Auch bei den in der kon-
ventionellen Optik verwendeten Quellen spricht —im Gegensatz zur Vorstellung einer
raumlich ausgedehnten Wellenfront — immer nur ein Detektor an, doch kann man die
rasche Folge der ,Klicks® nicht mehr auflosen, weshalb es zweckmafsig ist, statt mit der
Quantentheorie mit der einfacher zu handhabenden klassischen Feldtheorie zu arbeiten.

Fur Elektronenstrahlen oder Strahlen anderer ,,Mikroobjekte“ erwartet man bei einem
Auffanger mit Detektoren einzelne ,,Klicks“, doch wiirde man meinen, dass sich fir ei-
ne hinreichend grofde Zahl von ,,Mikroobjekten“ die Verteilung von Abb. 3.2 einstellen
misste. Man findet jedoch wie bei Licht ein Interferenzbild gemafd Abb. 3.1.° Man stellt
also experimentell ein Versagen der klassischen Teilchentheorie beim Doppelspaltversuch
mit ,Mikromaterie“ fest. Ein moglicher Ausweg (de Broglie, Bohm) besteht darin, dass
man am klassischen Teilchenbegriff und am klassischen Bahnbegriff festhilt, in die
Bewegungsgleichung aber eine zusétzliche Kraft, und zwar eine durch ein interferenzfa-
higes Fiihrungsfeld bestimmte Fiihrungskraft, einfiihrt. (Das Fiihrungsfeld ,weifs“, dass
beide Spalte offen sind, und vermittelt diese ,,Information via Fiihrungskraft an die Teil-
chen.) Die Problematik dieser Konzeption, welche schon auf Seite 221 skizziert wurde,
ist, dass sie einen Kryptodeterminismus einfiihrt: Die ,wahre® Teilchenbahn (bestimmt
durch die normalen Kréfte und die zusétzliche Fiihrungskraft) kénnte berechnet werden,
wenn der ,wahre“ Anfangsort nicht prinzipiell ,verborgen* wire. Heisenberg sagt dazu’:
«...diese objektive ,Beschreibung enthiillt sich dabei als eine Art von ,,ideologischem
Uberbau®, der mit der unmittelbaren physikalischen Realitit nur noch wenig zu tun

5Der Doppelspaltversuch mit ,,Mikroobjekten®, und zwar mit Elektronen, wurde erstmals 1960 von
Jonsson durchgefiihrt; s. dazu Jonsson, C.: Zeitschrift fiir Physik 161 (1961), 454-474.
7Siehe dazu Seite 145 des auf Seite 222 zitierten Buches.
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Schirm

Abbildung 3.4: Bohmsche Teilchenbahnen beim
Doppelspaltversuch mit ,,Mikroobjekten®

hat. Denn die ,verborgenen Parameter“ der bohmschen Deutung sind ja von solcher
Art, dass sie, sofern die Quantentheorie nicht abgedndert wird, in der Beschreibung
der wirklichen Vorgénge nie vorkommen kdnnen.» — Wir wollen auf ndhere Details der
bohmschen Theorie der ,Mikromaterie“ nicht eingehen®, wir wollen hier nur das einfa-
chere Analogon bei Licht skizzieren, da wir das Problem der Beugung am Doppelspalt in
der klassischen elektromagnetischen Theorie ausfiihrlich behandelt haben. Das gemaf3
Abschnitt 2.8.3 berechnete elektromagnetische Feld E, B wire dann das Fiithrungsfeld
fir die klassischen Lichtteilchen. Die Schar der moglichen Teilchenbahnen (s. Abb. 3.4)
wilrde mit der Schar der Feldlinien des poyntingschen Vektorfeldes S = ﬁ (E x B)
identifiziert, deren Dichte in der Maxwelltheorie ja die Intensitit angibt, d. h. eine Ad-
hoc-Fiihrungskraft miisste ein auf einen Anfangsort ,links“ vom Beugungsschirm (mit
der Anfangsgeschwindigkeit c) ,hingesetztes Lichtteilchen ldngs der durch diesen Punkt
gehenden S-Feldlinie ,flihren® Da die Anfangsorte aber prinzipiell ,verborgen® sind,
kann man trotz ,wahren“ Bahnkurven nicht voraussagen, welcher Detektor auf dem

8Siehe dazu Seite 163ff des auf Seite 222 zitierten Buches.
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Auffanger jeweils , klicken® wird. Mittelung tiber die ,,verborgenen®“ Anfangsorte gibt
dann als statistische Verteilung die Interferenzverteilung I(x). Beachte, dass nicht einmal
die Aussage ,Jedes Teilchen, das durch Spalt 1 geht, trifft bei x > 0 auf“ experimentell
verifizierbar ist. (Siehe dazu auch weiter unten.)

Da wir diesen Ausweg als kryptodeterministisch ablehnen (obwohl er nicht falsifi-
zierbar und zur iblichen Quantentheorie gleichwertig ist) und da auch der auf Seite 221
unter Punkt 2 skizzierte schréodingersche Versuch scheiterte, entscheiden wir uns fir
folgenden Weg: Wir behalten vom klassischen Teilchenbegriff nur die Lokalisierbarkeit
bei, geben also den Begriff der Teilchenbahn auf. Die Schlussweise von Seite 223, die uns
auf die Verteilung I(x) von Abb. 3.2 gefiihrt hat, 14sst sich dann fiir ,,Mikroobjekte® nicht
anwenden. (Natiirlich haben wir damit noch keine ,Erklarung® fiir die im Experiment
gefundene Interferenzverteilung I(x) von Abb. 3.1.)

Kann man aber nicht experimentell feststellen, durch welchen Spalt ein ,,Mikroob-
jekt” ,geht“? — Will man von jedem auf dem Auffinger auftreffenden ,,Mikroobjekt® mit
ziemlicher Sicherheit sagen kobnnen, ob es durch Spalt 1 oder durch Spalt 2 ,,gekommen*
ist, so muss man die Spalte mit Licht hoher Intensitit beleuchten, wobei die Wellenldnge
sehr klein gegen den Abstand der Spalte sein muss®, und das gestreute Licht in Koin-
zidenz mit dem auf dem Auffinger auftreffenden ,,Mikroobjekt“ registrieren. Bei einer
so abgednderten Versuchsanordnung wiirde man aber die Intensititsverteilung von
Abb. 3.2 erhalten. (Zerstorung der Interferenz durch Identifikation, welche der beiden
denkbaren — urspriinglich interferierenden — Moglichkeiten tatsédchlich eingetreten ist.)
Die drastische Anderung der Intensititsverteilung durch die besprochene Abénderung
der Versuchsanordnung lasst sich qualitativ leicht verstehen, denn Beleuchten mit Licht
kleiner Wellenlange bedeutet Bombardieren der ,,Mikroobjekte“ mit Photonen grofsen
Impulses p = % .

Es sollen hier noch die Ergebnisse eines sehr priazisen Doppelspaltexperimentes
mit Neutronen prasentiert werden, welches von Géhler und Zeilinger'® durchgefiihrt
wurde. Da Neutronen elektrisch neutral sind und nur ein kleines magnetisches Moment
besitzen, sind sie gegeniiber den in jedem Laboratorium vorhandenen elektromagneti-
schen Streufeldern viel unempfindlicher als Elektronen und eignen sich daher besser fiir
Prazisionsmessungen. Die im Experiment verwendeten Neutronen hatten eine mittlere
de Broglie-Wellenldnge von 20 A. Der Doppelspalt wurde durch Glaskanten realisiert, zwi-
schen denen in der Mitte parallel zu den Glaskanten ein Draht aus Bor gespannt wurde.
Glas und Draht waren fiir die benutzten Neutronen undurchléssig. Der auf diese Weise
entstehende Doppelspalt hatte eine Spaltbreite von 2-1073 cm und einen Spaltabstand
von 1072 cm. Die Intensitit des Neutronenstrahls war so niedrig, dass jeweils nur ein

9Nur unter dieser Voraussetzung gestattet das Auflésungsvermogen eine Aussage dariiber, ob eine
Lichtstreuung bei Spalt 1 oder bei Spalt 2 erfolgt ist.
10Siehe dazu Géhler, R., und A. Zeilinger: Am. J. Phys. 59 (1991), 316-324.
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Neutron in der Apparatur ,,unterwegs“ war. Die Abbildung 3.5 zeigt die entsprechende
Intensitatsverteilung aus der Arbeit von Gahler und Zeilinger.
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Abbildung 3.5: Intensititsverteilung fiir den Doppelspaltversuch mit Neu-
tronen von Géahler und Zeilinger. Die durchgezogene Kurve zeigt das
Ergebnis der quantentheoretischen Beugungstheorie, die (zum Teil mit
Fehlerbalken versehenen) Punkte sind die experimentellen Zahlraten

3.3 De Broglie-Schrodinger-Materiefeldtheorie

Wir kénnen die de Broglie-Schrodinger-Materiefeldtheorie!! nicht mit derselben Aus-
fihrlichkeit behandeln wie die maxwellsche elektromagnetische Lichttheorie. Ihre prak-
tische Bedeutung erschopft sich auch darin, dass sie Beugungsphdnomene mit hinrei-
chend grofden Mengen von ,,Mikromaterie“ (z. B. Elektronmaterie) quantitativ richtig
erklart. Sie versagt aber bei der Beschreibung von Atomen, Molekiilen etc. sowie bei
der Beschreibung der Teilchenaspekte der ,Mikromaterie®, d. h. der , Klumpigkeit* und
Lokalisierbarkeit.

11Sjehe dazu Fick, E.: Einfithrung in die Grundlagen der Quantentheorie. AULA-Verlag, Wiesbaden 1988.
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3.3 De Broglie-Schrodinger-Materiefeldtheorie

Im klassischen Materiefeldbild miisste das, was als ein ,, Teilchen“ erzeugt oder regis-
triert wird, durch ein rdumlich lokalisiertes Wellenpaket dargestellt werden. Der Grup-
pengeschwindigkeit vg, eines solchen Wellenpaketes kidme die Rolle der Teilchenge-
schwindigkeit zu.

Aus den Beugungsexperimenten, konkret aus den Abstinden der Intensititsmaxima
und -minima, ergibt sich nun fiir ein wellenzahlméfsig um k ,,konzentriertes“ kraftefrei-
es Wellenpaket ver = 1k, (3.1)

wobei 7 eine fiir die betreffende Materieart (Elektron-, Proton- oder Neutronmaterie)
charakteristische Naturkonstante darstellt.

In einer klassischen Materiefeldtheorie haben a priori Begriffe wie Teilchen, Teilchen-
zahl, Teilchenmasse etc. nichts zu suchen. Da wir hier aber gerade die Frage untersuchen,
ob sich der Teilchenbegriff nicht auf bestimmte raumliche ,,Feldkonzentrationen®, de-
nen eine bestimmte unteilbare Masse zukommt, zurtckfithren lasst, nehmen wir fur
kraftefreie Materie eine Anleihe bei den Einstein-de Broglie-Beziehungen. Mit p = #k
und? E = £ = ho folgt ,

(k) = hk (dco(k) _ hky

- W ’ dk )k(): vGr - m ’ (3-2)

im Einklang mit Gl. (3.1), wobei 7 mit % zu identifizieren ist. Setzt man hier die Elektron-,
Proton- bzw. Neutronmasse ein, so erhalt man tatséchlich den betreffenden experimen-
tellen n-Wert. Im Folgenden bentitzen wir diesen Ausdruck fiir ». Aus der Beziehung (3.2)
fiir w(k) folgt, dass die Phasengeschwindigkeit von der Kreiswellenzahl k bzw. von der
Wellenléinge A = 2 abhéngt: ok) Ak
Uph = T = % . (33)
Materiewellen kriftefreier Materie zeigen also Dispersion, d. h. krdftefreie Wellenpakete
zerfliefsen im Laufe der Zeit. Die Antwort auf die Frage, wie rasch dieses Zerfliefen erfolgt, ist
entscheidend dafir, ob sich kriftefreie ,,Mikroobjekte“ durch Wellenpakete beschreiben
lassen.
Ein kréaftefreies Wellenpaket besitzt wegen GI. (3.2) — fiir den eindimensionalen Fall
angeschrieben — die Form
P(x,t) = fdk a(k) exp[i(kx _he t)]
, o ,

R

(3.4)

wobei sich die Amplitudenfunktion a(k) nach dem fourierschen Integraltheorem aus der
Anfangsbedingung gemafs

_ i ’ ’ —ikx'
ak) = 3 fdx P(x',0)e (3.5)
R
ergibt. Nach Schrodinger bedeutet dabei
p(x, 1) = [P(x, )2 (3.6)

12Wir beschrianken uns auf nichtrelativistische Materie.
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die Materiedichte (Massendichte der Materie). Diese Interpretation setzt voraus, dass
sich eine entsprechende Materiestromdichte (Massenstromdichte der Materie) j(x, t)
definieren lasst, die zusammen mit p(x, t) eine Kontinuitatsgleichung erfillt, welche
physikalisch die Erhaltung der Masse ausdriickt.!® Wir kommen darauf in Abschnitt 4.3
zuruck.

Die Feldfunktion ¢(x, t) von Gleichung (3.4) ist Losung der de Broglie-Schrédinger-
Materiefeldgleichung fiir kraftefreie Materie

(3.7)

W g2 L ap(x)
~om g YD =ih—

zur Anfangsbedingung 1(x,0). Bei drei Raumdimensionen hat man entsprechend

h? . 0Y(r, 1)
—% A'l,b(r, t) =in at
und p(r,t) = [§(r, t)]*.
Nimmt man fiir )(x, 0) eine so genannte ,,gaufdartige“ Funktion an, fiir welche |1 (x, 0)|?
eine Gaufdverteilung mit Mittelwert x,, vg, = h—,':f = % und ,Breite“1* (Ax), ist, so ergibt

die Rechnung geméfs Gl. (3.5) und (3.4) eine Materiefeldfunktion ¥(x,t) fir t > 0, fir
welche [(x, t)|? eine Gaufdverteilung mit Mittelwert bei x, + p—n? t und ,Breite®

A A h2t?
(Ax); = ( x)o\/1+m (3.8)

ist.'> Mit m = m, (Elektronmasse) und (Ax), = 10~8 cm (Lokalisierung zum Anfangs-
zeitpunkt in atomaren Dimensionen) wirde man bereits nach 10716 Sekunden (Ax), =
2(Ax), erhalten. Da das Elektron im Experiment keinerlei Neigung zeigt, zu ,,.zerfliefsen®,
muss die schrodingersche Interpretation von ||? fallen gelassen werden. Im folgenden
Abschnitt werden wir einen weiteren Grund fir diese Notwendigkeit besprechen.

3.4 Bornsche Interpretation des
Absolutquadrates der Feldfunktion
Nach dem Vorschlag von Born wird die Feldgleichung selbst, die ja das Beugungsbild

im Grenzfall hinreichend grofser Materiemengen richtig wiedergibt, fur , Einteilchen-
probleme* beibehalten, es wird jedoch |i|? als Antreffwahrscheinlichkeitsdichte fiir das

13In einer nichtrelativistischen Theorie der Materie muss die Masse eine additive Erhaltungsgrofie sein.

14Die ,Breite” ist als Wurzel aus der mittleren quadratischen Abweichung vom Mittelwert definiert; siche
dazu Abschnitt 4.10.

158Siehe z. B. Kapitel 4, Aufgabe 9, von Grau, D.: Ubungsaufgaben zur Quantentheorie. Hanser, Miinchen
1993; iiberarbeitete und erweiterte Version auf http://www.dietrich-grau.at/.
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3.4 Bornsche Interpretation des Absolutquadrates der Feldfunktion

,Teilchen“1® interpretiert.'” Bei ,Mehrteilchenproblemen® wird i zu einer Funktion aller
~Teilchenkoordinaten®, also ¥(ry, s, ..., Fy, t) flir N ,,Teilchen“ in drei Raumdimensionen,
und es ist auch die Differentialgleichung fiir ¢ zu verallgemeinern.

Born gelangte zu seinem Vorschlag nicht aufgrund des Zerfliefsens kriftefreier Wel-
lenpakete, sondern durch Analyse des Streuproblems.®

Fldche m V(z), |'¢(x:t)|2

|

|_| z

V(z z,t)? t>+oo
Fliche 2m (z), [¥ (1)l

’ }
| Flache Im

Abbildung 3.6: Streuung eines Wellenpakets in einer Raumdimension

In der klassischen Feldtheorie der Materie lassen sich analog wie in der Maxwelltheo-
rie Energiedichte, Energiestromdichte, Impulsdichte, Impulsstromdichte etc. definie-
ren.'® Aus solchen Betrachtungen lasst sich ersehen, auf welche Weise die Feldgleichung
zu verallgemeinern ist, wenn die Materie dufseren Kraften ausgesetzt ist. Anstelle von
Gl. (3.7) tritt dann die de Broglie-Schrodinger-Materiefeldgleichung

2 2
{—Zh—m % VPt = in % , (3.9)

16Die Anfiihrungszeichen werden bis auf weiteres gesetzt, um daran zu erinnern, dass es sich nicht um
den klassischen Teilchenbegriff handelt.

17Im Zusammenhang mit der Uminterpretation von |1 |? ist auch eine neue Normierung von 1 erforderlich,
daja das Integral {iber |1|? nicht mehr die Gesamtmasse, sondern die Gesamtwahrscheinlichkeit 1
ergeben muss. Da die Differentialgleichung fiir ) homogen ist, ist eine solche Umnormierung ohne
weiteres moglich; s. dazu Abschnitt 4.3.

18Siehe dazu Seite 48ff des auf Seite 222 zitierten Buches.

19Siehe dazu das auf Seite 228 zitierte Buch.
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wobei V(x) die klassische potentielle Energie darstellt. Wahlt man fir V(x) z.B. ein
,Kastenpotential“ und wéhlt man als ,,Anfangsbedingung® fiir t - —oo ein auf dieses
Potential ,einfallendes” raumlich lokalisiertes Wellenpaket mit Gesamtmasse m, SO
erhilt man fiir t - +oo ein reflektiertes und ein transmittiertes Teilpaket. Nach der
schrodingerschen Interpretation wire m ,zerteilt“ worden, z. B. in 2m und 3 m, wie in
Abb. 3.6 dargestellt. Da dies in krassem Widerspruch zum Experiment steht, schlug Born
die Wahrscheinlichkeitsinterpretation von ||? vor.

Im Experiment werden die Wahrscheinlichkeiten durch Bestimmung der relativen Héiu-
figkeiten fir 4 Einzelversuche (4" hinreichend grofs) iberpriift (z. B.: von einer Million
,Teilchen” werden 666 682 reflektiert, 333 318 transmittiert). Wir werden die Wahr-
scheinlichkeiten (im Einklang mit Born) auch in der Theorie als relative Hiufigkeiten
interpretieren, und zwar als relative Hiufigkeiten in einer gedachten Gesamtheit von
unendlich vielen ,gleich préparierten” Systemen (hier , Teilchen®). Es gibt aber auch
andere Interpretationen des quantenmechanischen Wahrscheinlichkeitsbegriffes (siehe
dazu den folgenden Abschnitt).

3.5 Interpretationsfragen der Quantenmechanik.
Standardinterpretation

Wir beschranken uns in den restlichen Abschnitten auf die nichtrelativistische Quanten-
theorie materieller ,,Mikroobjekte”, die so genannte Quantenmechanik.

Es gibt eine bis heute anhaltende Diskussion tiber die Interpretation der Quantenme-
chanik. Einige Punkte wollen wir schon hier anfiihren, da sie bereits fiir die Sprechweisen
von Bedeutung sind, die wir auf dem ,, Rateweg“ zum Auffinden des mathematischen
Formalismus beniitzen werden.2? Es empfiehlt sich, diesen Abschnitt nach dem Studium
von Kapitel 4 nochmals durchzulesen, da man seinen Inhalt erst dann voll einordnen
und werten kann, wenn man den mathematischen Formalismus und Beispiele dazu
kennen gelernt hat.

Fir die Einstellung zu den verschiedenen Interpretationsvorschlagen ist die eigene
philosophisch-erkenntnistheoretische Grundhaltung entscheidend.

Nach der empiristischen Konzeption (Bohr, Heisenberg, Jordan, Born) stellt die Beobach-
tung die einzige Grundlage der Physik dar. Gegenstand der physikalischen Beschreibung
sind ausschliefdlich die beobachbaren Phinomene. Die Behauptung, dass es eine objektiv
existierende Realitat gibt, d. h. eine Realitit, die auch vorhanden wéare, wenn es keine
denkenden und beobachtenden Wesen géibe, wird als nicht verifizierbar fir ,,sinnlos“
erklart. Die Naturwissenschaft hat demnach nicht die Aufgabe zu erkliaren, was die Dinge
an sich ,,sind“ und welche Eigenschaften sie unabhéngig von einer Beobachtung ,haben*
bzw. was sie zwischen zwei Beobachtungen ,,tun®

20Beziiglich einer umfassenden und ausfiihrlichen Diskussion des Interpretationsproblems s. die auf den
Seiten 222, 233 zitierten Biicher.
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Aufgabe der Quantenmechanik ist es vielmehr

(a) eine korrekte und 6konomische Beschreibung gemachter Beobachtungen zu ge-
ben;

(b) einen Formalismus zu konstruieren, der aus gewissen gegebenen Bedingungen
Beobachtungsergebnisse vorauszusagen gestattet, und zwar mit Sicherheit oder
auch nur auf statistische Art.

Die Forderung der Objektivitit der Aussagen besagt, dass sie fiir jeden beliebigen Be-
obachter wahr sein miissen (Intersubjektivitit). Objektivitit ist also im Rahmen der
empiristischen Konzeption nicht im Sinne von ,,wahr, unabhéngig von jeder Beobach-
tung®, zu verstehen.

Dagegen gibt es nach der realistischen Konzeption (Schrodinger, de Broglie, Einstein,
Bell) eine definierte physikalische Realitét, die auch existiert, wenn es keinen Beobach-
ter gibt, und die der Untersuchung, der quantitativen Erfassung und mathematischen
Berechnung durch den Menschen zugédnglich ist. Letztes Ziel der Physik ist die Beschrei-
bung des objektiven, d. h. unabhédngig von jeder Beobachtung bzw. Messung existieren-
den realen Zustandes eines physikalischen Systems. Eine Theorie, die nur Aussagen lber
die Ergebnisse von Beobachtungen bzw. Messungen gestattet, ist unvollstindig, nach
Einstein «... nicht der wahre Jakob».

Falls die realistische Konzeption zwischen dem Menschen und der Welt méglich ist,
muss es eine Formulierung der Grundgesetze der Quantenmechanik geben, in welche die
Begriffe ,Messung®, ,,Beobachtung” nicht eingehen. Die in der Standardinterpretation,
aber auch in der Kopenhagener Interpretation, als ,Dogmen® in die Formulierung der
Grundgesetze eingehenden Aussagen iiber Systempraparationen und -messungen mis-
sen sich in einer solchen Formulierung aus der Analyse der Wechselwirkung zwischen
Apparaten und , Mikrosystemen* als Sétze (Folgerungen) ergeben.

Bell hat die Verwendung des Konzeptes ,,Messung” in den Grundgesetzen am schéarf-
sten kritisiert.?! Er sagt: «...das Experiment ist ein Werkzeug. Ziel bleibt es, die Welt zu
verstehen. Die Quantenmechanik ausschliefdlich auf Laborwerkeleien zu beschrianken,
ware Verrat an der grofsartigen Idee. Eine bedeutende Formulierung wird nicht die grofse
Welt aufserhalb des Labors ausschliefsen.»

Die Bestrebungen, den Messprozess zu verstehen und die ,,grofse Welt*“ aufserhalb
des Labors, insbesondere die Vorgiange im Universum unmittelbar nach dem ,,Urknall®,
quantentheoretisch zu untersuchen, sind eine bedeutende Triebfeder, eine Erweiterung
und Neuformulierung der Quantentheorie zu suchen. Die neuesten Entwicklungen auf
diesem Weg haben zum ,,Consistent Histories Approach® von Griffiths, Gell-Mann, Hartle
und Omneés gefiihrt.?? Der ,,Consistent Histories Approach® benétigt weder eine Unter-

218jehe die deutsche Ubersetzung des Artikels ,,Against Measurement* von J. Bell in Physikalische Blétter
48(1992),267-273.

22Einfiihrungen in die Grundgedanken des ,,Consistent Histories Approach geben J. J. Halliwell, Fun-
damental Problems in Quantum Theory (Ed. Greenberger, D. M., und A. Zeilinger), Annals of the New
York Academy of Sciences, 755, 726740, New York 1995, und R.Omnes, Understanding Quantum
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scheidung mikroskopisch—makroskopisch noch eine Trennung System—Messapparatur
noch die Annahme einer klassischen Doméine und muss daher auch — im Gegensatz
zur konventionellen Formulierung der Quantentheorie — die klassischen Theorien nicht
als Vortheorien voraussetzen. Eine vom Beobachter unabhéngige Realitdt kann man
sich aber auch im Rahmen dieser Neuformulierung nur in eingeschranktem Sinne ver-
wirklicht denken. Dabei spielen , Dekohdrenz“ und ,messprozessartige Vorginge“ durch
informationsspeichernde und informationsverwertende Systeme in der Natur selbst (so
genannte ,,Records®, z. B. das Festhalten eines radioaktiven Zerfalls durch ein Glimmer-
plattchen) eine Rolle. — Es ist nicht moglich hier ndher auf den ,,Consistent Histories Ap-
proach” einzugehen, da der Zugang die Kenntnis der konventionellen Formulierung der
Quantenmechanik voraussetzt, und aufserdem sehr abstrakte mathematische Konzepte
herangezogen werden miussen. Wir bleiben deshalb auf dem Boden der konventionellen
Formulierung, welche fiir die Beschreibung von ,,Mikrosystemen® (Atome, Molekiile etc.)
mafsgeschneidert ist.

Wir zdhlen nun kurz die Hauptstreitpunkte hinsichtlich der Interpretation der Quan-
tenmechanik auf. Im Anschluss daran deklarieren wir, welche Standpunkte wir im Fol-
genden zugrunde legen.

Die Hauptstreitpunkte sind:

1. Was beschreibt ¢?

Nach Bohr beschreibt ¢ erschopfend (exhaustive) ein Einzelsystem, womit gemeint
ist, dass andere als Wahrscheinlichkeitsaussagen tiber ,Mikrosysteme* prinzipiell
unmoglich sind.

Nach Einstein, Popper, Ballentine und — was kaum bekannt ist — auch Born?3,
beschreibt ¢ eine gedachte Gesamtheit unendlich vieler gleich praparierter Syste-
me, wobei Einstein diese Beschreibung fiir unvollstandig hélt, Born jedoch davon
uberzeugt ist, dass fir ,Mikrosysteme* andere als Wahrscheinlichkeitsaussagen
niemals moéglich sein werden.

2. Wie ist der Wahrscheinlichkeitsbegriff zu interpretieren?

Heisenberg interpretiert die Wahrscheinlichkeit als Potentialitiit, das ist eine Art
»Schwebezustand“ des Einzelsystems zwischen ,,Moéglichkeit und ,,Wirklichkeit®.
Durch den Beobachtungsakt (oder einen ,,messprozessartigen Vorgang”“ in der
Natur) findet der «Ubergang vom Méglichen zum Faktischen statt». Popper inter-
pretiert die Wahrscheinlichkeit als Propensitdt, das ist eine Art ,,Verwirklichungs-
tendenz”“ beim Einzelsystem.

Mechanics, Princeton University Press, Princeton, New Jersey 1999. Eine ausfithrliche mathematisch
anspruchsvolle Darstellung gibt R. Omnés, The Interpretation of Quantum Mechanics, Princeton Uni-
versity Press, Princeton, New Jersey 1994.

23Siehe dazu Seite 250 von Albert Einstein, Max Born: Briefwechsel. Nymphenburger Verlagshandlung,
Miinchen 1969.
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Born, Einstein, Pauli, Feynman legen die Hiufigkeitsinterpretation des Wahrschein-
lichkeitsbegriffes zugrunde, welche auf von Mises zuriickgeht, d. h. die Wahrschein-
lichkeit wird als ,,Grenzwert“ der relativen Haufigkeiten in einer Gesamtheit von
N Systemen fiir &/ — oo interpretiert. Ballentine hat gezeigt, dass die Haufig-
keitsinterpretation, welche konzeptuelle Mangel besitzt — die Anfithrungszeichen
beim Wort Grenzwert weisen darauf hin —, auf die Propensititsinterpretation
zurlckgefiithrt werden kann.?*

3. Wie sind Priparation und Messung zu behandeln?
Laut Bohr handelt es sich dabei um irreduzible Konzepte, da Praparations- und
Messapparate mit der klassischen Physik beschrieben werden miissen, und diese
Apparate ,unkontrollierbar® auf ,,Mikrosysteme* einwirken.
Vom Standpunkt der realistischen Konzeption aus betrachtet muss die Quantenme-
chanik (oder eine andere Theorie, welche diese ersetzt) durch Anwendung auf das
aus Apparat und ,,Mikrosystem* bestehende zusammengesetzte System erkliren,
was bei Praparation und Messung geschieht.

4. Was ist real?
Allein die Phdnomene (z. B. Zeigerausschlige, Nebelkammerspuren) oder auch
Teilchen und Felder (eingeschrankt real im Sinne von Bohrs Dualismus und Kom-
plementaritit oder uneingeschriankt real, aber eingeschriankt beobachtbar, im
Sinne von de Broglie und Bohm) oder gar nur die Sinneseindriicke?

5. Wie ist der Anwendungsbereich abzugrenzen?
Gilt die (nichtrelativistische) Quantenmechanik fiir beliebige (nichtrelativistische)
Systeme mit endlich vielen Freiheitsgraden (,,Jandlaufige” Ansicht) oder nur fir
»Mikrosysteme*“?

Inder Standardformulierung —und zwar in der im Folgenden zugrunde gelegten ,,offenen®
Variante dieser Formulierung — legt man sich in diesen Punkten wie folgt fest:

Standardinterpretation

1. ¢ beschreibt eine gedachte Gesamtheit von unendlich vielen gleich
priparierten Systemen.

2. Die Wahrscheinlichkeiten werden als relative Hiufigkeiten in einer
solchen gedachten Gesamtheit interpretiert. Im Experiment wird sie
anndhernd durch eine tatsidchliche Gesamtheit von 4" Systemen (.
hinreichend grofs) verwirklicht.

3. Praparations- und Messapparate werden klassisch beschrieben. Die
Konzepte Préparation und Messung gehen schon in die Formulierung
der Grundgesetze ein.

24Siehe Ballentine, L. E.: Quantum Mechanics. World Scientific, New Jersey 1998.
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4. Die Phianomene (Wirkungsubertragungen) werden als real angesehen.
Die Quantenmechanik liefert keinerlei Aussagen beziiglich ,,Existenz“
bzw. ,Verhalten“ eines Einzelsystems zwischen Praparation und Mes-
sung?, sie liefert lediglich statistische Aussagen fir die Ergebnisse von
Messungen? an einer Gesamtheit von Systemen.

5. Anwendungsbereich sind von ,,Mikrosystemen® ausgeloste Phano-
mene (Wirkungstiibertragungen). Die Frage der Abgrenzung ,,nach
oben“ wird offen gelassen.

“Die Antwort auf diesbeziigliche Fragen lautet «No comment».
bWir sprechen deshalb auch nicht von Aufenthaltswahrscheinlichkeiten, sondern von An-
treffwahrscheinlichkeiten.

3.6 Statistische Kausalitat.
Aufgabe der Quantenmechanik

Nach dem heutigen Stand unserer Kenntnisse sind nur Wahrscheinlichkeitsaussagen
fir einzelne ,,Mikrosysteme“ moglich. ,Erklaren“ heifst zurtickfithren der Wahrschein-
lichkeiten bzw. der relativen Haufigkeiten in einer Gesamtheit von ,,Mikrosystemen® auf
einige universelle statistische Gesetze. Die Wahrscheinlichkeiten sind fiir eine vorgege-
bene Préparation und vorgegebene Versuchsbedingungen streng determiniert. Man
spricht deshalb von statistischer Kausalitdit.

Ob man eine derartige physikalische Theorie als befriedigend empfindet oder nicht, hingt von
der philosophischen Einstellung ab. Die einen sehnen sich nach einem ,tieferen Erklaren®, die
anderen befriedigt, dass die Welt nicht nur ein grofses ,,Radderwerk” ist. ,, Kryptodeterministisches
Erkliaren“ unter Beniitzung prinzipiell ,verborgener Parameter” (z. B. die bohmsche Formulierung
der Quantenmechanik) stellt jedenfalls kein ,tieferes Erkldren®, sondern lediglich eine andere
Sprechweise dar.

Auf der Basis der zugrunde gelegten allgemeinen Grundsitze und Sprachregelungen
konnen wir nun die Aufgabe der Quantenmechanik in einer vorlaufigen Weise skizzieren.

Aufgabe der Quantenmechanik:

« Der mathematische Formalismus muss zu berechnen gestatten, welche Werte
physikalische Messgrofsen (Observablen) bei einer Messung an einem Einzelsystem
tiberhaupt annehmen kénnen.

Beispiele: Messwertkontinua (—oo, +00) bei Orts- und Impulskomponenten; dis-
kretes Messwertspektrum {mh, m = 0,%£1,£2, ...} bei Bahndrehimpulskomponen-
ten; Messwertkontinuum [0, +co) fiir die Energie eines kraftefreien Teilchens??;
diskretes Messwertspektrum {E,, = (n + 3)hw,, n = 0,1,2,...} fiirr die Energie eines

25Wir lassen von nun an die Anfithrungszeichen bei Teilchen, Mikroohjekt etc. weg.
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3.6 Statistische Kausalitit. Aufgabe der Quantenmechanik

linearen harmonischen Oszillators usf.

- Die Grundgesetze missen es gestatten, fiir ein quantenmechanisches System bei
Kenntnis der Praparation zu einem Anfangszeitpunkt ¢, die Wahrscheinlichkeiten
far das Erhalten der moglichen Messwerte einer beliebigen Observablen bei deren
Messung zu einem Zeitpunkt t > t, zu berechnen.
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Kapitel 4

Grundkonzepte der Quantenmechanik

4.1 Unbestimmtheitsprinzip und Korrespondenzprinzip

Die Diskussion des Doppelspaltversuches mit materiellen Mikroobjekten hat gezeigt,
dass der Begriff der Teilchenbahn mit der Interferenzverteilung unvereinbar ist, wofern
man nicht die Konzepte einer ,wahren® aber prinzipiell ,,verborgenen“ Teilchenbahn
und eines ,wahren®, aber prinzipiell ,verborgenen“ Fiihrungsfeldes einfiihren will.

Das Unbestimmtheitsprinzip wird meist so ausgesprochen: ,,Ein Mikroteilchen besitzt
nicht zugleich einen scharfen Ort und einen scharfen Impuls®. (Aus x(t), p(t) wiirde sich
ein infinitesimales Bahnstiick dx = x(t + dt) — x(t) = (p(t)/m)dt ergeben.) Alternativ
dazu findet man auch die Aussage ,, Teilchenort und Teilchenimpuls sind bei einem Mi-
kroobjekt nicht miteinander vertraglich®. Diese Formulierungen kranken daran, dass
der Impulsbegriff, der in der klassischen Teilchentheorie durch p(t) = mdx(t)/dt defi-
niert ist, bei Aufgeben des Bahnbegriffes zunichst theoretisch ,in der Luft hangt“, da es
dann keine Funktion x(t) gibt, die man nach ¢t ableiten kann. Wir miissen erst ,erraten,
wie Teilchenort und Teilchenimpuls in der Quantenmechanik zu beschreiben sind. Wir
ziehen deshalb die folgende Formulierung vor:

Heuristisches Prinzip: Unbestimmtheitsprinzip

Das Konzept der Bahnkurve ist fiir Mikroobjekte im Allgemeinen nicht brauchbar.

In Abschnitt 3.1 haben wir gesehen, dass es Erfahrungsbereiche gibt, in denen die
klassische Teilchentheorie erfolgreich ist, Erfahrungsbereiche, in denen die klassische
de Broglie-Schrodinger-Materiefeldtheorie erfolgreich ist und Erfahrungsbereiche, in
denen beide versagen. Es ist nicht vorstellbar, dass eine neue Theorie alle diese Erfah-
rungsbereiche ,iiberdecken® kann, ohne gewisse strukturelle Ahnlichkeiten mit der
klassischen Teilchentheorie einerseits und der klassischen Feldtheorie andrerseits auf-
zuweisen. Diese begriindete Vermutung sprechen wir als heuristisches Prinzip aus.

Heuristisches Prinzip: Korrespondenzprinzip

Es muss ein struktureller Zusammenhang zwischen der Quantenmechanik und
der klassischen Teilchentheorie einerseits und zwischen der Quantenmechanik
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und der klassischen Feldtheorie andrerseits bestehen, welcher sich in formalen
Analogien, in einer Korrespondenz von Begriffen und in Zuordnungsregeln zwi-
schen Messgrofsen und Praparations- bzw. Messapparaten manifestieren muss.

Die klassischen Theorien werden deshalb fiir die konventionelle Formulierung der
Quantenmechanik als Vortheorien benoétigt.! Dieser Umstand ergibt sich auch daraus,
dass wir Mikrosystemen im Rahmen der konventionellen Formulierung grundséatzlich
nur dadurch Attribute zuschreiben, indem wir sie mit Apparaten konfrontieren, deren
Arbeitsweise mit den Begriffen der klassischen Physik beschrieben wird.

4.2 Grundgesetze und Korrespondenzregeln

Als Grundgesetze bezeichnen wir die logisch strengen Bausteine der Quantenmechanik.
Die quantenmechanischen Grundgesetze lassen sich in einer abstrakten, allgemeinen,
d.h. fir quantenmechanische Systeme mit beliebig vielen Freiheitsgraden, giiltigen
Form anschreiben.? Um ein konkretes quantenmechanisches System beschreiben zu
kénnen, benétigt man dariiber hinaus einen Ubersetzungsmechanismus zwischen klas-
sischen und quantenmechanischen Messgroéfen. Da dieser Ubersetzungsmechanismus
im Allgemeinen weder eindeutig® noch vollstandig” ist, klammert man ihn besser aus
der eigentlichen Axiomatik aus und spricht von Ubersetzungsregeln bzw. von Korre-
spondenzregeln, welche die Grundgesetze ergianzen. Die Korrespondenzregeln lassen sich
nicht allgemein, sondern immer nur fiir eine spezielle Systemklasse formulieren. Eine
Systemklasse ist dabei durch Art und Anzahl der Freiheitsgrade gekennzeichnet. Beispiels-
weise gehoren das Wasserstoffatom und der Deuteriumkern zur selben Systemklasse.
Beide Systeme bestehen aus zwei nichtidentischen Spin-;-Teilchen und besitzen sechs
rdumliche Freiheitsgrade und zwei Spin—%—Freiheitsgrade.

Die einfachste Systemklasse bilden Systeme mit einem spinlosen Teilchen, welches
sich nur in einer Raumdimension ,bewegen® kann (Beispiele: kraftefreies Teilchen, li-
nearer harmonischer Oszillator, Teilchen bei Vorhandensein eines eindimensionalen
Potentialgrabens oder Potentialwalles etc.). Systeme dieser Art besitzen nur einen ein-
zigen, und zwar rdumlichen, Freiheitsgrad. Die Zustandsbeschreibung erfolgt durch
eine Zustandsfunktion, welche aufser von der Zeit t nur von einer raumlichen Varia-
blen x € R abhéngt: ¥(x, t). Die Korrespondenzregeln besitzen fiir diese Systemklasse

1Dagegen hitte man die relativistische Mechanik im Prinzip ohne Kenntnis der newtonschen Mechanik
formulieren kénnen.

2Die Anzahl der Freiheitsgrade muss natiirlich endlich sein. Fiir Systeme mit unendlich vielen Freiheits-
graden bendétigt man eine Quantenfeldtheorie.

3Ubersetzen einer kommutativen Algebra in eine nichtkommutative Algebra; s. Abschnitt 4.7.

4Auftreten so genannter ,innerer Freiheitsgrade“ (z. B. Spinfreiheitsgrade), welche kein klassisches
Analogon besitzen.

240



4.3 ,,Rateweg” zur Quantenmechanik

eine tibersichtliche Form, die sich mithilfe des Unbestimmtheitsprinzips und des Kor-
respondenzprinzips plausibel machen lasst. Auch die Konkretisierung und Analyse
der Grundgesetze fiihrt man zweckméfsigerweise zuerst einmal fiir diese Systemklasse
durch. Esist klar, dass bei komplizierteren Systemen viele zusétzliche Facetten auftreten.
Das Wasserstoffmolekiil etwa ist ein System mit zwei Protonen und zwei Elektronen
und besitzt daher zwo6lf raumliche Freiheitsgrade sowie vier Spin—%—Freiheitsgrade. Die
Zustandsfunktion hingt entsprechend aufser von der Zeit t von sechzehn weiteren Veran-
derlichen ab, ¥(ry, ry, 13, ¥4, 01, 02, 03, 04, t), Wobei die Spinvariablen g, jeweils zwei diskre-
te Werte (entsprechend ,,Spin auf“ und ,Spin ab“) annehmen kénnen. Die wesentlichen
Aspekte der Quantenmechanik lassen sich aber schon anhand der im Folgenden fast
ausschliefdlich betrachteten Systeme mit einem einzigen Freiheitsgrad erklaren.

4.3 ,,Rateweg” zur Quantenmechanik

Die Grundgesetze der Quantenmechanik besitzen in der Standardformulierung eine
inhaltlich sehr dogmatische und mathematisch sehr abstrakte Form®, die wir nicht
einfach ,vom Himmel schneien lassen® wollen. In diesem Abschnitt soll gezeigt wer-
den, dass man fir Systeme mit einem spinlosen Teilchen in einer Raumdimension
mithilfe des Unbestimmtheitsprinzips und des Korrespondenzprinzips ausgehend von
der Schrédingergleichung und der bornschen Interpretation des Absolutquadrates der
Zustandsfunktion einige grundlegende Elemente der Theorie inklusive der mathema-
tischen Strukturen ,erraten“ kann. Erst danach gehen wir zur abstrakten deduktiven
Darstellung fiir alilgemeine Systeme iiber.

Wir schreiben zuerst die grundlegenden Beziehungen der klassischen Teilchentheorie
fir ein Teilchen in einer Raumdimension sowie der klassischen Materiefeldtheorie
in einer Raumdimension an. Fur die klassische Teilchentheorie verwenden wir dabei
die hamiltonsche Formulierung, da sich diese als Ausgangspunkt besser eignet als die
newtonsche oder lagrangesche Formulierung.

Grund dafiir ist, dass die Hamiltonfunktion der klassischen Teilchentheorie dem Differential-
operator korrespondiert, welcher auf der ,linken“ Seite der klassischen Materiefeldgleichung
(3.9) vorkommt. Beide haben mit der jeweiligen Energie zu tun® und bestimmen die jeweilige
Dynamik.

In der klassischen hamiltonschen Mechanik eines Punktteilchens der Masse m, wel-
ches sich in einer Raumdimension x € R bewegt, ist die grundlegende Grofse die Ha-
miltonfunktion H(x, p). Fiir ein Teilchen in einem zeitunabhingigen (,konservativen®)

Kraftfeld K(x), das sich gemafs
dV(x)

K(x) = - dx

4.1)

5Manche Kritiker bezeichnen diese Gesetze deshalb etwas abschétzig als ,Quantengrammatik*.
5Der besagte Differentialoperator geht — wie man zeigen kann — in den Ausdruck fiir die Energiedichte
des Materiefeldes ein; s. Gl. (4.38).

241



Kapitel 4 Grundkonzepte der Quantenmechanik

aus einem Potential V(x) herleiten ldsst, lautet die Hamiltonfunktion speziell

H(x,p) = — + V(x). (4.2)

Teilchenort und Teilchenimpuls zu einem Zeltpunkt t > to konnen dann aus den hamil-
tonschen kanonischen Bewegungsgleichungen

dx(t) _ OH(x,p) _ p@®)

ac ap |x=x() = m ’ (4.3)
p=p(t)

dp(t) _ OH(x,p) _ AV _

dt ~  9x |x=x) dx = K(x(t)) @.4)

p=p(t) x=x(t)

bei vorgegebenen Anfangsbedingungen x(t,), p(t,) berechnet werden. Die Erhaltungs-
rofie

& H(x(t), p(t)) = H(x(to), p(to)) = E (4.5)
ist die (Gesamt-)Energie des Teilchens. Schreibt man statt T(p(t)), V(x(t)) einfach T(¢),
V(t), so hat man

E(t) =T(@)+ V() =E(t) = T(to) + V(to), t2to. (4.6)
Kinetische und potentielle Energie fir sich sind keine Erhaltungsgrofsen (Konstanten
der Bewegung), aufser es handelt sich um ein kréftefreies Teilchen. Fiir ein kréftefreies

Teilchen ist V(x) konstant. Bei entsprechender Wahl des Energienullpunktes ist diese
Konstante null und man hat H(x, p) = T(p).

Beispiel: Linearer harmonischer Oszillator mit Kraftzentrum im Ursprung
Ist m die Teilchenmasse und f die Federkonstante, so gilt fiir die klassische Eigenfre-
quenz w, = (f/m)'2, und Potential bzw. Kraftgesetz sind durch
2
V(x) = @ X2, K(x)=—fx 4.7)
gegeben. Hamiltonfunktion und kanonische Bewegungsgleichungen lauten dann
p? 2

H(x,p) = 5 + mzwo x2, (4.8)

d.z(tt) _ p,,(rf) , d[c)iit) mcoox(t) (4.9)

Wahlt man ¢, = 0, so erhilt man als Loésung der Bewegungsgleichungen

x(t) = x(0) coswyt + & sin wyt (4.10)

p(t) = p(0) cos wot — mw, x(O) sin wgt . (4.112)
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In der klassischen Materiefeldtheorie beschreibt man ein Materiefeld, das einem
aufseren Kraftfeld K(x) unterworfen ist, durch eine komplexwertige Materiefeldstarke
P(x,t), welche fur t > t, bei gegebener Anfangsbedingung ¥(x, t,) aus der de Broglie-
Schrédinger-Materiefeldgleichung

(4.12)

2 2
{—f—m % + V(x)}zp(x, t) = ik

oP(x,t)
ot

folgt. Dabei wird
p(x, 1) = [(x, ) (4.13)

als Materiedichte interpretiert. Voraussetzung dafiir, dass dies eine verniinftige Inter-
pretation ist, ist nattirlich das Bestehen einer entsprechenden Kontinuitatsgleichung,
welche sich aus Gl. (4.12) herleiten lassen muss. Schreiben wir Gl. (4.12) und die dazu
konjugiert komplexe Gleichung an,

n2 9%y _ oy
—ﬂW+V¢ = ih—— ot )

2 24k *
h 61,0 + Vy* = lha¢ ,

" 2m ox2 ot

multiplizieren wir die obere Gleichung mit 1*/if, die untere Gleichung mit —/i# und
addieren wir die erhaltenen Beziehungen, so ergibt sich

" 2mi (I’D ox2 4 0x?2 ) 1’0 I’D
bzw.
h o *51,0 oy* 0
x5 ¥ ) FTAAR2E

Man sieht, dass man p Gl. (4.13) tatséchlich als Materiedichte und

oY(x,t oY*(x,t
Je0) = o (97 Dy R0 (4.14)
als Materiestromdichte interpretieren kann, da dann die Kontinuitatsgleichung
dp
divj + — i =0 (4.15)

gilt, welche physikalisch die Erhaltung der Masse ausdriickt.” Falls es keine Materiequellen
bzw. -senken im Unendlichen gibt® streben 1 und di/dx im Unendlichen gegen null und

7Siehe die analogen Uberlegungen beziiglich der Ladungserhaltung in der klassischen Elektrodynamik.
8Dass es im Endlichen keine Materiequellen bzw. -senken gibt, sieht man aus der Differentialgleichung
(4.12), welche homogen ist, also keine Quellterme enthélt.
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es folgt .
d __ 0% 0Ty
dt dxp(x, 1) = 2mi<¢ ox 4 6x)_oo_ 0.
R
Die Gesamtmasse ist also zeitlich konstant:
fdx|z,b(x, D? = /dx|z,b(x, tWPP=M, t>t,. (4.16)

R R

Der strukturmafdige Anschluss der Quantenmechanik an die klassische Materiefeld-
theorie erfolgt dadurch, dass man fiir Einteilchensysteme eine Zustandsfunktion ¢(x, t)
einfiihrt, welche derselben Differentialgleichung gentigt wie die klassische Materiefeld-
starke fur die betreffende Materieart (z. B. Elektronmaterie). In der Quantenmechanik
wird diese Differentialgleichung dann als zeitabhangige Schrodingergleichung bezeich-
net. Es wird allerdings ¢(x, t) gemafs

fdx|z,b(x, N? = fdx l(x,t)> =1, t>t, (4.17)

R R

ysumnormiert“? und p(x, t) —» W(x,t) als Antreffwahrscheinlichkeitsdichte'®, j(x, t) als
Antreffwahrscheinlichkeitsstromdichte interpretiert (bornsche Interpretation). Die Konti-
nuitidtsgleichung drickt dann die Erhaltung der Antreffwahrscheinlichkeit aus.

Nach Born gibt also
W(x,t)dx = |(x,t)|>dx (4.18)

die Wahrscheinlichkeit dafiir an, bei einer Messung des Teilchenortes bei einem Einzel-
system (= Teilchen) der durch die Zustandsfunktion (x, t) charakterisierten Gesamt-
heit!! einen Messwert aus dx um x zu finden.!? Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zu
einem festen Zeitpunkt an irgendeinem Ort lings der x-Achse anzutreffen, muss nattr-
lich eins sein, was seinen mathematischen Ausdruck in Gl. (4.17) findet. Fihrt man die
Ortsmessung zu dem betreffenden Zeitpunkt t an A" (/" — o) Einzelsystemen der Ge-
samtheit durch, so erhilt man eine durch #/"W(x, t) gegebene Verteilung der Messwerte,

°Die Lésungen der Differentialgleichung (4.12) sind nur bis auf einen konstanten Faktor o € C bestimmt.
10Ab nun verwenden wir wegen der gednderten Normierung und gednderten Interpretation statt p die
Bezeichnung W.

Die Zustandsfunktion (x,t), t > to, folgt aus Gl. (4.12) bei gegebener Zustandsfunktion (x, ty).
Letztere wiederum kann in der Quantenmechanik angegeben werden, wenn man die vollstindige
Praparation spezifiziert, durch welche die betreffende Gesamtheit zum Zeitpunkt ¢, hergestellt wurde;
s. dazu Abschnitt 4.15.

12Djese Sprechweise ist {iblich, obwohl ein Messapparat nur die Feststellung ermdglicht, dass ein Messwert
in einem bestimmten endlichen Intervall liegt. Siehe dazu die Bemerkung 5 zum 3. Grundgesetz auf
Seite 286.
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d.h. man findet #/"W(x, t) dx-mal einen Teilchenort aus dx um x. Im Mittel findet man
entsprechend fiir den Teilchenort zum Zeitpunkt t den Wert

x(t) = fdxx W(x,t) = fdxx [ (x, ). (4.19)

R R

Als nichstes wollen wir den strukturméfsigen Anschluss an die klassische Teilchen-
theorie herstellen. Bei unserer Vorgangsweise bentitzen wir im Sinne des Korrespon-
denzprinzips die folgende Strategie: Wir versuchen, von den Aussagen der klassischen
Teilchentheorie so viel wie moéglich beizubehalten, wir geben also ,keinen Fufsbreit
Boden“ ohne Notwendigkeit auf. Die Notwendigkeit, doch etwas aufgeben zu miissen,
ergibt sich natiirlich aus dem Unbestimmtheitsprinzip. Ohne Bahnbegriff gibt es keine
Funktionen x(t), p(t), und die kanonischen Bewegungsgleichungen kénnen daher nicht
beibehalten werden. Damit es aber moglich ist, dass sich Wellenpakete im Einklang mit
der Erfahrung zumindest unter bestimmten Voraussetzungen fiir das Kraftgesetz (z. B.
im Fall der Kréaftefreiheit) nach dem klassischen Bewegungsgesetz fortpflanzen kénnen,
muss zumindest die ,erste” kanonische Bewegungsgleichung, in welche das Kraftgesetz
nicht eingeht, fiir die Mittelwerte in der Gesamtheit giiltig bleiben, d. h. es muss

di(t) _ p0)
at = m (4.20)

gelten. Wir untersuchen deshalb, wie sich der Mittelwert (4.19) aufgrund der zeitabhédn-
gigen Schrodingergleichung zeitlich dndert. Ergibt sich dabei tatsidchlich eine Beziehung
der Form (4.20), so eroffnet sich damit zugleich eine Méglichkeit zu ,,erraten®, wie das
Attribut Teilchenimpuls in der Quantenmechanik zu beschreiben ist. Wir formen also

R

mithilfe der zeitabhéngigen Schrédingergleichung bzw. — einfacher — mithilfe der Konti-
nuititsgleichung

) L90 _ oY*
S0P = 5 = (v v )
um und erhalten i
R

Im weiteren Verlauf des ,,Rateweges“ werden wir ofter partiell integrieren und dabei stets
ohne nihere Diskussion annehmen, dass ¢ und alle auftretenden Ableitungen von ¥ im
Unendlichen hinreichend rasch verschwinden, sodass alle ,Randterme*” fiir x = oo null
sind und daher weggelassen werden konnen.'?

13Die anzustellenden Uberlegungen sind von folgender Art: Ist 3 Lésung von Gl. (4.12), so muss % und
81/dx stetig sein, wofern das Potential hochstens Sprungstellen besitzt. Damit das uneigentliche
Integral in Gl. (4.19) existiert, muss ¥ im Unendlichen stérker als i verschwinden usf.
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Partielle Integration im Ausdruck (4.21) gibt dann

04 [y 2-4%)

2mi
R

Integriert man hier im zweiten Term nochmals partiell, so folgt weiter

d)_c(t) h fd ¢* l,b 1fd P, t)( 61/)()6 t)) 4.22)

dt
R R

Damit haben wir tatsdchlich eine Beziehung der Form (4.20) erhalten und wir interpre-
tieren entsprechend das Integral in Gl. (4.22) als Mittelwert des Teilchenimpulses:

)= [dxpen(-inZE20). @29

R

Bei einer Messung des Teilchenimpulsesan A" (A4 — o) Einzelsystemen (= Teilchen) der
durch ¥(x, t) charakterisierten Gesamtheit sollte sich also eine Verteilung der Messwerte
ergeben, deren Mittelwert durch Gl. (4.23) gegeben ist.

Gehen wirim Einklang mit der Erfahrung von der Annahme aus, dass fiir den Teilchen-
impuls als Messwerte wie in der klassischen Mechanik beliebige Werte p € R moglich
sind (Messwertkontinuum)*4, so muss es eine durch ¥(x, t) bestimmte kontinuierliche
Wahrscheinlichkeitsverteilung W(p, t) geben, fir die gilt'®:

1 = fde(p,t), (4.24)
R

B(O) = f dppW(p.1). (4.25)
R

Es stellt sich die Frage, welche Form die Integraltransformation besitzt, welche von der
Ortsvariablen x auf die Impulsvariable p fihrt. Da der in Gl. (4.23) auftretende Diffe-
rentialoperator —ifd/dx auf die Exponentialfunktion e/MP* wirkend gerade den fiir
Gl. (4.25) benotigten Faktor p ,erzeugt®, liegt die Vermutung nahe, dass es sich dabei
um die fouriersche Integraltransformation handelt. Die Fouriertransformation und ihre

14Die entsprechende Annahme, dass fiir den Teilchenort in der Quantenmechanik wie in der klassischen
Mechanik als Messwerte beliebige Werte x € R moglich sind (Messwertkontinuum), wurde implizit
durch die bornsche Interpretation eingefiihrt.

15Eg ist Giblich, fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte beziiglich des Teilchenimpulses dasselbe Funktionssym-
bol zu verwenden wie fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte beziiglich des Teilchenortes. Solange man fiir
das Argument im ersteren Fall nur die Bezeichnungen p, p’, p”, im anderen Fall nur die Bezeichnungen
x, x', x" benttzt, ist eine Verwechslung nicht méglich.
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Umkehrtransformation® lauten fiir die Zustandsfunktion!”

D(p,t) = 1 fdx e~(/Mpx 4)(x, 1), (4.26)
2rh “

1
27

P(x,t) = dp eW/Mpx 4(p,1). (4.27)

S
%\

Setzt man Transformation und Umkehrtransformation wechselweise ineinander ein, so
erhilt man die formalen Beziehungen

P 1) = 5 f dx W@ -p"x (4.28)
R

S0 —x") = 5 f dp e/MPC—x") (4.29)
R

welche die Orthogonalitit und ,,Normierung“ bzw. die Vollstidndigkeit der fourierschen
~Entwicklungsfunktionen® ausdriicken.'®

Einsetzen von Gl. (4.27) in Gl. (4.17) gibt

L= o f dxf dpf f dp e=WMP'x P (p, 1) eGP p, 1)
R R R

! 0% (p'. 1) U L (i/h)(p—p')x
[av [apo 0000 52 [axe ,
R R

R
8(p—p")

also

1= f dp [ 3(p. 2. (.30)

R

16Es wird hier die ,,symmetrische“ Schreibweise der fourierschen Integraltransformation verwendet. Der
Faktor 1/(277h)1/2 anstelle des gewohnten Faktors 1/(277)Y/2 riihrt daher, dass statt der Kreiswellenzahl
k die Impulsvariable p = xik als Integrationsverdnderliche bentitzt wird.

17Die Zeitvariable t spielt dabei die Rolle eines Parameters. Es ist tiblich fiir die Fouriertransformierte der
Zustandsfunktion 3 ein anderes Funktionssymbol ($ oder ¢) zu verwenden, obwohl auch hier keine
Verwechslung moglich wire, solange man als Argumente nur die Bezeichnungen p, p’, p” bzw. x, x/,
x" bentitzt.

18Diese Terminologie wird in Abschnitt 4.7 ausfiihrlich erklirt; siehe insbesondere Seite 276.
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Analog erhilt man durch Einsetzen von GI. (4.27) in Gl. (4.23)

1 e o~ i . ~
. ’ —(i/R)p'x (1! _ih) o (i/h)px
5 defdpfdpe (P 0(=ih) z pe P(p, 1)
R R R

p(t)

[av [app @0 @00 55 [axemems,
R R R
5 p)

also _
B(0) = f dpp [F(p.0)P. “.31)

R

Die Beziehungen (4.30), (4.31) legen die Interpretation von |$( p,t)|? als Wahrscheinlich-
keitsdichte bezliglich des Teilchenimpulses nahe. Es gibt dann

~ 1 ,
Wi(p,t)dp = |(p,t)|*dp = o |/dxe‘(‘/h)l’x ¥(x, t))zdp (4.32)
R

die Wahrscheinlichkeit dafiir an, bei einer Messung des Teilchenimpulses bei einem
Einzelsystem (= Teilchen) der durch die Zustandsfunktion ¥ (x, t) charakterisierten Ge-
samtheit einen Messwert aus dp um p zu finden.

Weitere wichtige Observablen der betrachteten Systemart sind die potentielle Energie,
die kinetische Energie und die Gesamtenergie. Da sich das Unbestimmtheitsprinzip,
d. h. die Nichtvertraglichkeit von Teilchenort und Teilchenimpuls, nur bei Messgrofsen
bemerkbar machen kann, welche klassisch durch Funktionen von x und p beschrieben
werden, konnen wir fiir potentielle und kinetische Energie im Einklang mit der Erfahrung
annehmen, dass das Messwertspektrum dasselbe ist wie in der klassischen Mechanik. Die
moglichen Messwerte der potentiellen Energie des Teilchens sind dann durch V(x), x €
R, gegeben. (Bei stetigem nicht konstantem V(x) bedeutet dies ein Messwertkontinuum,
z.B. [0, +00) bei V(x) = mw3x%2.) Mit dieser Annahme folgt, dass

V(t) = fdx V(X)) W(x,t) = /dx V(x)|P(x, 1)) (4.33)
R R
den Mittelwert der potentiellen Energie des Teilchens in der durch die Zustandsfunktion
¥(x, t) charakterisierten Gesamtheit darstellt.

Analog nehmen wir im Einklang mit der Erfahrung an, dass die moéglichen Messwerte
der kinetischen Energie des Teilchens durch T(p) = p*2m, p € R, gegeben sind (Mess-
wertkontinuum [0, +00)). Mit dieser Annahme folgt fiir den Mittelwert der kinetischen
Energie in der durch die Zustandsfunktion ¢(x, t) charakterisierten Gesamtheit

70~ [dp £ w0 = [dp L 1ip.00P, @.34)
R R
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wobei 9(p, t) durch Gl. (4.26) gegeben ist.

Setzt man Gl. (4.26) in den Ausdruck (4.34) ein und fiihrt man eine analoge Rechnung
wie beim Beweis der Gleichwertigkeit von Gl. (4.23) und GI. (4.31) (nur in ,,umgekehrter
Richtung®) durch, so erhélt man als zu (4.34) gleichwertigen Ausdruck

2
T(t) = / dx p*(x, t)(—’}"—2 %) (4.35)

2m
R

Eine neue Situation ergibt sich aufgrund der Nichtvertriaglichkeit von Teilchenort
und Teilchenimpuls, wenn wir die Gesamtenergie betrachten. Klassisch kann man die
Gesamtenergie entweder als ,,Ganzes“ messen oder man kann kinetische und potentielle
Energie zugleich messen und die Messwerte addieren. In der Quantenmechanik sind
kinetische und potentielle Energie des Teilchens nicht vertraglich, da Teilchenimpuls
und Teilchenort nicht vertraglich sind. Es kann also keinen Messapparat geben, der
kinetische und potentielle Energie zugleich misst.'® Die Gesamtenergie kann daher
in der Quantenmechanik nur als ,,Ganzes“ gemessen werden. Der erhaltene Messwert
kann nicht als Summe einer kinetischen und einer potentiellen Energie gedacht werden.
(Gerade diese Tatsache macht es moglich, dass z. B. beim harmonischen Oszillator das
Messwertspektrum der Gesamtenergie in der Quantenmechanik rein diskret ist, obwohl
die Messwertspektren der kinetischen und der potentiellen Energie beide rein konti-
nuierlich sind.) Die klassische Beziehung (4.6), welche Messwerte von Gesamtenergie,
kinetischer Energie und potentieller Energie verkniipft, kann also in der Quantenme-
chanik nicht beibehalten werden. Es liegt nahe zu versuchen, diese Beziehung fiir die
zugehorigen Mittelwerte beizubehalten, d. h. die durch

n* 92

E@t) = T(t) + V(t) = f dx P*(x, t){—% =+ V(x)}¢(x, £ (4.36)

R

definierte Grofse als Mittelwert der Gesamtenergie zu interpretieren.

Wie kann man die Beziehung E(t) = T(t) + V(t) experimentell iiberpriiffen? Man prapariert
W Teilchen auf die gleiche Weise??, und zwar so, dass die Zustandsfunktion der Gesamtheit
zum Zeitpunkt ¢ durch ¢(x, t) gegeben ist. Diese Gesamtheit teilt man in drei (annéhernd gleich
grofse) Teilgesamtheiten. An der ersten dieser Teilgesamtheiten fithrt man zum Zeitpunkt ¢ eine
Messung der kinetischen Energie der Einzelsysteme (= Teilchen) durch und berechnet nach
Abschluss der Messung ,,auf dem Papier” den Mittelwert T(¢). Analog bestimmt man mithilfe der
zweiten Teilgesamtheit den Mittelwert V(¢) und mit der dritten Teilgesamtheit den Mittelwert
E(t). Dann addiert man ,auf dem Papier” T(t) und V(¢) und vergleicht die erhaltene Summe mit
E(t). - Beachte, dass bei diesem Vorgang an jedem Teilchen nur eine Messgrofie, entweder die
kinetische Energie oder die potentielle Energie oder die Gesamtenergie gemessen wird.

19In konventioneller Sprechweise: Ein Teilchen kann nicht zugleich einen ,scharfen” Wert der kinetischen
Energie und einen ,scharfen“ Wert der potentiellen Energie ,besitzen®.
20 4~ muss natiirlich hinreichend grof3 sein.
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Eine theoretische Stiitze fiir die Richtigkeit der mit Gl. (4.36) verkniipften Annahme
ist, dass die Grofde E(t) zeitlich konstant ist. Zunédchst einmal folgt

dE(t) [, oy*( K & R 1 ay
0= [ g+ viv [arwfgn 25+ v)5E.
R R

Zweimalige partielle Integration im ersten Term des zweiten Integrals gibt??

f ¢* a3zp hz dx alp* 62¢ _ hz dx azlp* a¢

ax2at 2m ox 0xot  2m 0x2 at’
R R

und damit erhélt man schliefdlich unter Beniitzung der zeitabhéngigen Schrodingerglei-
chung (4.12) und der dazu konjugiert komplexen Gleichung:

BO_ [ 2y [ 2 e

dt at U 2m dx2 ot U 2m 9dx2
’ ih— o ’ —ih oY
ot ot
Es gilt also tatsdchlich
E{)=T)+ V(t) = E(ty) = T(ty) + V(ty), t>t,. (4.37)

Eine weitere theoretische Stiitze fiir die Richtigkeit der Annahme beziiglich der Mittelwerte
von kinetischer Energie, potentieller Energie und Gesamtenergie ist, dass der Ausdruck

u(x,t) = Pp*(x,t) {—— 6_ + V(x)}z,b(x, t) (4.38)

2m 90x2
in der de Broglie-Schrodinger-Materiefeldtheorie die Bedeutung der Energiedichte des Materiefeldes
besitzt.

Um Hinweise zu finden, wie man die moglichen Messwerte der Energie (bei gegebe-
nem V(x)) berechnen kann und auf welche Weise man bei gegebener Zustandsfunktion
Y(x,t) die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Messwerte der Energie findet, lassen wir
Revue passieren, was wir bisher ,erraten“ haben.

Die Mittelwerte fiir Teilchenort, Teilchenimpuls, potentielle Energie, kinetische Ener-
gie und Gesamtenergie des Teilchens lassen sich alle in der Form

/dx P*(x, t)A P(x,t) (4.39)
R
schreiben, wobei A ein geeigneter ,multiplikativer Operator oder Differentialoperator

ist. Man bezeichnet A als Operator zur Observablen %. Die Wirkung der entsprechenden
Operatoren ist dabei gemafs Tabelle 4.1 definiert.

21Die auftretenden ,Randterme* sind null und werden daher weggelassen.
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Tabelle 4.1: Beschreibung von Observablen durch Operatoren

Teilchenort ¢:

Teilchenimpuls p:

potentielle Energie B:

kinetische Energie <:

(Gesamt-)Energie $:

Operator X:
Operator p:
Operator V:
Operator T:

Operator H:

(Rf)(x) :
(D)) :
VA -
(TF)(x) :=

(Af)(x) :=

xf(x)

i )
dx

V(x) f(x)

h? d*f(x)
T 2m - dx?

{hz d?

2m dx?

+ V) )

Die angefiihrten Operatoren bilden komplexwertige Funktionen einer reellen Variablen auf
andere derartige Funktionen ab. Unterscheidet man in der Schreibweise sorgfiltig zwischen
dem Symbol f fiir eine Funktion und ihrem Funktionswert f(x) an der Stelle x, so schreibt sich die
Abbildung der Funktion f auf die Funktion h durch den Operator A in der Form h = A f, woraus

fiir den Funktionswert der Bildfunktion an der Stelle x die Beziehung h(x) =

(Af)(x) und fiir

den Funktionswert an der Stelle x’ die Beziehung h(x") = (121 f )(x’) folgt. Physiker kiimmern sich
meist nicht um derartige ,Haarspaltereien®. Sie schreiben h(x) = A f(x) und verwenden anstelle
der Formeln von Tabelle 4.1 die ,,schlampige® Kurzschreibweise

X = x,

p = —in

V= V(x),

Po A

] = —%;—;+V(x)

Ist man sich der Problematik dieser Schreibweise bewusst, so kann nichts , passieren®. Bei-

spielsweise wird man dann im Ausdruck x f(x’) fir x ,automatisch” x’ und nicht x einsetzen

(Multiplikation mit dem Argument). Wir werden gelegentlich diese Kurzschreibweise bentitzen.
An den Beziehungen von Tabelle 4.1 fillt auf, dass die Operatorgleichungen

14
T

q

V(x),

(4.40)

(4.41)

(4.42)
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gelten, d. h. man erhélt die Operatoren zu den Observablen €, 8 und §, indem man
in den klassischen Ausdriicken T(p), V(x) und H(x, p) formal die Variablen x, p durch
die Operatoren X, p ersetzt. Der Operator X wird als Ortsoperator, der Operator p als
Impulsoperator und der Operator H als Hamiltonoperator bezeichnet. Wiahrend die Ha-
miltonfunktion die klassische Dynamik bestimmt, bestimmt der Hamiltonoperator die
guantenmechanische ,,Dynamik®. Die zeitabhdngige Schrodingergleichung kann nam-
lich mit

(X)) = P(x, 1) (4.43)
in der Form
Hy, = ih % (4.44)

geschrieben werden. Die Schreibweise ¥,(x) hat den Vorteil, dass sie zum Ausdruck
bringt, dass die Zeit in der Quantenmechanik nur die Rolle eines Parameters spielt.
(Siehe dazu Abschnitt 4.9.) Aufderdem lasst sich mit ihrer Hilfe auch die Wirkung eines
Operators auf die Zustandsfunktion mathematisch sauberer schreiben; z. B. hat man
dann anstelle von Gl. (4.39)

f dx P (O(AB,)()

R

Wir werden aus diesen Griinden in der Folge neben der konventionellen Schreibweise
¥(x, t) auch die Schreibweise 1,(x) verwenden.

Aufserdem fallt auf, dass den nicht vertraglichen Observablen g, p Operatoren zu-
geordnet sind, fir die die Wirkung des Operatorproduktes Xp von der Wirkung des
Operatorproduktes px verschieden ist, wahrend es bei vertraglichen Observablen wie p, T
nicht auf die Reihenfolge der zugehorigen Operatoren ankommt. Wir kommen darauf
spéter ausfiihrlich zurtick. Hier steht die Frage im Vordergrund, wie man die méglichen
Messwerte der Energie und die zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung berechnen
kann.

Beim Impuls haben wir gesehen, dass der Differentialoperator p = —ixd/dx auf die
Exponentialfunktion e/7)P* wirkend das p-fache dieser Funktion ergibt, wobei p ein
moglicher Messwert des Impulses ist. Die Funktion e(!/"DPX ist also eine so genannte Eigen-
funktion des Impulsoperators. In der Absicht herauszufinden, ob auch bei den anderen
Observablen die Eigenfunktionen der zugehorigen Operatoren eine Rolle spielen, fassen
wir nochmals alles zusammen, was wir beziiglich des Impulses ,erraten” haben.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung W(p/,t) erhdlt man aus dem Absolutquadrat des
»~Entwicklungskoeffizienten“ (p’,t) in der ,,Entwicklung“ der Zustandsfunktion nach
den Funktionen??

Up(x) = eWmp'x -y e R, (4.45)

\27h

22Wir schreiben anstelle von p voriibergehend p’, weil dadurch der Vergleich mit den entsprechenden
Formeln flr die Observable g erleichtert wird.
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welche die gemaf??

f dx i}, ()t (x) = 5 / dox eME"=Px = §(p' — p") (4.46)
R R

,hormierten“ Eigenfunktionen des Impulsoperators p sind, d. h. es gilt

(Pup)(x) = p'uy(x), p eR. (4.47)

Lost man also das Eigenwertproblem des Differentialoperators p, d. h. die Differentialglei-
chung 0 du

—i o= Au, (4.48)

wobei 4 den so genannten Eigenwertparameter darstellt, so gibt die Gesamtheit der Ei-
genwerte A = p’ € Rvon p, das Eigenwertspektrum von p, das Messwertspektrum der
Observablen p.

Weiters bilden die geméfs Gl. (4.46) ,normierten“ Eigenfunktionen u = u; = Up ein
vollstandiges System, nach dem man aufgrund des fourierschen Integraltheorems eine
beliebige Zustandsfunktion in der Form

P 1) = f dp’ 1)ty () (4.49)

R

~entwickeln“ kann. Entwickelt man auf diese Weise die Zustandsfunktion (x, t), so gibt
|h(p, 1|2, d. h. das Absolutquadrat des , Entwicklungskoeffizienten“ der Zustandsfunkti-
on in der ,Entwicklung“ nach den gemafs Gl. (4.46) ,normierten Upr, die Wahrschein-
lichkeitsverteilung beziiglich des Teilchenimpulses p.

Probieren wir aus, ob derselbe ,,Schimmel® auch fiir den Teilchenort z ,,funktioniert®
Das Eigenwertproblem von X lautet

(Fu)(x) = xu(x) = du(x). (4.50)

Dabei ist A der Eigenwertparameter und x die Variable. Aus der Beziehung x 6(x) = 0 fiir

die §-Funktion sieht man, dass
u(x) =06(x—A4)

Losung von GI. (4.50) ist, und zwar fir beliebiges 1 = x’ € R. Die Lisung des Eigenwert-
problems von X lautet also

Eigenwertgleichung:  (Xu,)(x) = x'uy(x); (4.51)
Eigenfunktionen: Uy (x) =8(x—x'), (4.52)
Eigenwerte: x' eR. (4.53)

23Beachte, dass 8(p’ — p") = 8(p" — p’) gilt.
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Es gilt
fdx u () Uy (x) = fdx d(x—x)d(x—x")=8(x"—x"), (4.54)
R R

d.h. die Eigenfunktionen sind bereits wie die Impulseigenfunktionen u,, Gl. (4.45) ,auf
die 5-Funktion normiert®. ,,Entwickeln® wir die Zustandsfunktion nach den u,/, so haben
wir

Y(x,t) = fdx’ d(x —x")P(x',t) = fdx’ V(X ) uy(x), (4.55)
R R

wobei (x/, t) der ,,Entwicklungskoeffizient” und u,, die Eigenfunktion von X zum Eigen-
wert x’ ist. Nach der ,,Regel”, dass das Absolutquadrat des ,, Entwicklungskoeffizienten
die Wahrscheinlichkeitsverteilung gibt, folgt

W(x',t) = [, )2

Die Anwendung des beim Teilchenimpuls p ,erratenen“ mathematischen Schemas auf
den Teilchenort g hat also auf das Messwertspektrum x’ € R und die bornsche Interpre-
tation von |(x’, t)|?, den Ausgangspunkt des ,Rateweges®, zuriickgefiihrt.

Die Anwendung dieses Schemas , funktioniert® auch bei der kinetischen Energie
und bei der potentiellen Energie %, da die Impulseigenfunktionen u,, Eigenfunktionen
des Operators T zu den Eigenwerten p’2/2m, und die Ortseigenfunktionen u,, Eigen-
funktionen des Operators V zu den Eigenwerten V(x’) sind. (Schreibe die Details selbst
an.) Es liegt daher nahe, dieselbe Vorgangsweise auch fiir die Gesamtenergie $ des Teil-
chens zu versuchen. Die mit dem FEigenwertproblem des Hamiltonoperators verbundene
Differentialgleichung

2 g2
(Hu)(x) := {—Zh—m % + V(x)}u(x) = Eu(x) (4.56)
wird als zeitunabhingige Schrédingergleichung bezeichnet.?* Den Eigenwertparameter
haben wir dabei — wie iblich — mit E bezeichnet. Die zeitunabhingige Schrodingerglei-
chung kann man natiirlich ohne Spezifizierung von V(x) nicht 16sen. Wir untersuchen
deshalb ein spezielles Beispiel, und zwar den linearen harmonischen Oszillator. Die Losung
der zeitunabhédngigen Schrodingergleichung

{ 2 d?2 mawd

~3m I 5 xz}u(x) = Eu(x) (4.57)

sehen wir als bekannt an.?® Das zugehorige Eigenwertspektrum ist rein diskret, und die
Eigenfunktionen sind daher auf eins normierbar. Die Lisung des Eigenwertproblems des

24Grund fir die Bezeichnung ist, dass man zu dieser Differentialgleichung gelangen kann, indem man in
der zeitabhéngigen Schrodingergleichung die Zeit “absepariert”; s. dazu Abschnitt 4.9.

25Das Losen dieses Eigenwertproblems wird in allen Lehrveranstaltungen und Lehrbiichern tiber die
Mathematischen Methoden der Theoretischen Physik und in allen Quantenmechanik-Lehrbiichern
ausfiihrlich behandelt.
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Hamiltonoperators H = p%2m + mw3 %2 lautet:

Eigenwertgleichung:  (Hu,)(x) = E,u,(x), n € Ny; (4.58)
. . a (ax)?
Eigenfunktionen: u,(x)= | ——— exp[——]Hn(ocx), (4.59)
2npl ﬁ 2
Eigenwerte: E,=(n+ %)hwo. (4.60)

Dabei wurde zur Vereinfachung der Schreibweise der Eigenfunktionen die Grofse

W mag
o= 5 (4.61)

eingefiihrt. Fur die Eigenfunktionen gelten die ,,Orthonormierungsbeziehungen®

f dx u)f (%) Upyn(x) = 8,0 - (4.62)
R
Als Eigenwerte von H = p%/2m + mw? %%/2 erhilt man also gerade jene diskreten Werte
E,,, welche Planck fiir die Erklarung der spektralen Verteilung der Hohlraumstrahlung ad

hoc fiir die ,,erlaubten” Energiewerte des linearen harmonischen Oszillators annehmen
musste.

Die Oszillatoreigenfunktionen u, bilden ein vollstindiges Funktionensystem, d. h. es
lasst sich eine beliebige Zustandsfunktion gemaéfs

(]

P, 1) = D) cp()un(x) (4.63)

n=0

entwickeln, wobei fiir die Entwicklungskoeffizienten wegen Gl. (4.62)

cp(t) = fdx’ un(x")p(x',t) (4.64)

R

gilt. Nach dem ,erratenen“ Schema miisste nun
W) = len(D)? = | / dxui(x) P(x, )| (4.65)
R

die Wahrscheinlichkeit dafiir angeben, dass man bei einer Messung der Energie eines
Oszillators der durch die Zustandsfunktion ¢(x, t) charakterisierten Gesamtheit den
Messwert E, = (n + 3)hw, findet.
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Um zu tiberpriifen, ob dies mit unseren bisher abgeleiteten Formeln konsistent ist,
setzen wir die Entwicklung fir {(x, t) = ;(x) von Gl. (4.63) in GI. (4.17) und GI. (4.36)
ein:

1= f dx 500 9o (%)

R Snn’
= % e [deu@ue = Y laor
n,n'=0 R n=0
B0 = [dxgieaim)eo
Roo E,up(x)
= > () cn(t)/dxu;,(x)(ﬁun)(x)
n,n'=0 R
= > e cn(DES,, = Y Eplea()2.
n,n'=0 n=0
Wie erforderlich ergibt sich also mit Gl. (4.65)
1= > W), (4.66)
n=0
E(t) = ) E,Wu(0). (4.67)

0

S
Il

4.4 Konzept des Hilbertraumes

Das auf dem ,,Rateweg” gefundene Schema fiir die Berechnung von Messwertspektren,
Wahrscheinlichkeitsverteilungen und Mittelwerten besitzt Eigenschaften, die aus der
Mathematik wohl bekannt sind. Das mathematische Konzept des unitiaren Funktionen-
raumes erscheint geradezu ,,mafsgeschneidert” fiir eine 6konomische, die Strukturen
hervorhebende Formulierung der Quantenmechanik.?® Mit dem inneren Produkt?’

(fg) = f dx *(x) g(x) (4.68)

R

26Dje Vertrautheit mit dem mathematischen Konzept des unitdren Vektorraumes wird im Folgenden
vorausgesetzt.
27In der Mathematik wird dafiir meist die Schreibweise (f, g) verwendet.
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zweier komplexwertiger Funktionen f, g der reellen Verdnderlichen x € R hat man?8:

(Vi) = (P Ppy) =1, 21 (4.69)

und (g, ) = 3(x" = x"), (4.70)
(upr,upn) = 8(p"—p"), (4.71)

(Uprsupr) = Sprpn; (4.72)

W(x,t) = Kux, o), (4.73)

W(p,t) = Kup, P)l?, (4.74)

W = Kun, ¥0)%; (4.75)

x(t) = (P, X)), (4.76)

p(t) = (P, DPe)s (4.77)

E(t) = (P, HYy). (4.78)

Die Beziehung (4.69) bedeutet, dass Zustandsfunktionen i, fir jeden festen Wert des
Zeitparameters t Elemente des Funktionenraumes

2(R) = {f: R—C| /dx IFGO)? < +oo} (4.79)
R

sein missen. Dieser Funktionenraum ist mit dem inneren Produkt (4.68) ein unitirer
Raum. Er ist sogar ein separabler Hilbertraum?°, d.i. ein vollstindiger und separabler
unitdrer Raum. Ein unitirer Raum heifst vollstdndig in der Norm

11 == V{ff) s (4.80)

wenn jede Folge {f,,, n = 1,2, ... } von Vektoren, fir die
lim | f, — fml =0 (4.81)
n,m—oo

gilt30, ein Grenzelement im Raum selbst besitzt. Ein unitdrer Raum heif3t separabel,
wenn er ein vollstdndiges Orthonormalsystem von abzéhlbar vielen Vektoren besitzt.
Fur den Hilbertraum I?(R) stellen die u,, von Gl. (4.59) ein solches vollstindiges Ortho-
normalsystem dar. Ganz allgemein gilt der folgende mathematische Satz.

28Im Symbol fiir das innere Produkt diirfen nur Symbole fiir Funktionen (Vektoren) des unitdren Raumes
und nicht Symbole fiir Funktionswerte aufscheinen. Will man also die Schreibweise 1, (x) nicht beniitzen
- das Funktionssymbol der Zustandsfunktion zum Zeitpunkt ¢ ist dann ¥, —, so hat man anstelle
von GL. (4.69) ((t),p(t)) = (P(to),P(to)) = 1,t > to, zu schreiben. Das Argument x muss also
,weggelassen” werden.

29Da wir es ausschliefllich mit separablen Hilbertrdumen zu tun haben werden, lassen wir in der Folge
das Attribut separabel weg.

30Eine solche Folge heifdt Cauchyfolge.
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Satz: 1st{e,, n=1,2,...}, {(ey,eur ) = 8,n, €in vollstindiges Orthonormalsystem eines
Hilbertraumes 94, so gelten die folgenden Aussagen und sind einander gleichwertig:

@ Jim |If = snIfl =0,

N Vf € 9, (4.82)
mit SN[f] = Z<en’f>en;
n=1
B) IfI7= 2 Ken, I, Vf € 9%; (4.83)
n=1
) <f’g>:2<f’en><en’g>’ Vf.g € %. (4.84)
n=1

Die Gleichung (4.84) heifst parsevalsche Gleichung®, und die Ungleichung

N
IFI? > D] Ken, £, NN (fest)
n=1

heifst besselsche Ungleichung.
Symbolisch schreibt man den Entwicklungssatz (4.82) in der Form

f=§:<en,f)en, Vf e %. (4.85)
n=1

*Mitunter wird diese Bezeichnung auch fir Gl. (4.83) bentitzt.

In Gl. (4.63) wurde bereits ein Beispiel fiir eine solche Entwicklung angeschrieben. Aufgrund
des obigen mathematischen Satzes ist klargestellt, in welchem Sinne die Konvergenz der unend-
lichen Summe zu verstehen ist: Es handelt sich nicht um punktweise Konvergenz, sondern um
Konvergenz im Sinne der Norm des Hilbertraumes I?(R), also um Konvergenz im Mittel. Es ist
deshalb auch mathematisch sauberer, wenn man anstelle von Gl. (4.63)

(c]

Y= ca®un

n=0
schreibt.
Eine lineare Vektorabbildung in einem Hilbertraum bezeichnet man als linearen Ope-
rator. Fir die Quantenmechanik besonders wichtig ist der Begriff des linearen selbstad-
Jungierten bzw. hermiteschen Operators.?! Ein linearer Operator heifdt selbstadjungiert

(hermitesch), falls X X
(f,Ag)=(Af.g), Vf,g€ % (4.86)

31Die Gleichsetzung von selbstadjungiert und hermitesch ist mathematisch unexakt. Um diese Begriffe
unterscheiden zu kénnen, muss man auf die Frage der Definitionsbereiche von Operatoren eingehen,
was mathematisch subtile Untersuchungen erfordert und den Rahmen einer elementaren Darstellung

sprengt.
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gilt. Im Falle des Hilbertraumes I?(R) bedeutet dies die Forderung

fdx frx)(Ag)x) = fdx (Af)(x)g(x), Vf.g. (4.87)

R R

Der Hilbertraum I?(R) heif3t Hilbertraum der komplexwertigen iiber R absolut quadra-
tisch integrierbaren Funktionen.

Siehe die Aufgaben Q1, Q2.

4.5 Was Grundgesetze und Korrespondenzregeln
leisten miissen

Wir gehen nun zur deduktiven Darstellung iiber. Die Grundgesetze3? formulieren wir
dabei fiir so genannte reine Gesamtheiten von Systemen, wobei es sich um beliebige
Systemklassen handeln kann. Die einzigen Voraussetzungen sind, dass die Systeme
nichtrelativistisch behandelt werden konnen und endlich viele Freiheitsgrade besitzen.

Eine quantenmechanische Gesamtheit gleich priparierter Systeme bezeichnet man als
,rein“, wenn die Prdparation im Sinne der Quantenmechanik volistindig ist, d. h. wenn
sie so vollstindig ist, wie es das Unbestimmtheitsprinzip zuldsst.?2 Wir werden — sobald
wir dazu in der Lage sind — préazise Kriterien dafiir festlegen, wann eine Préparation voll-
standig ist. Vorlaufig konnen wir sagen: Sie ist es, wenn den Systemen der Gesamtheit
nach der Praparation wohl definierte Werte von so vielen unabhingigen Observablen
wie maximal moglich zugeschrieben werden kénnen. Wegen des Unbestimmtheitsprin-
zips sind dies weniger Grofden als in der klassischen Mechanik. Ein Beispiel: Werden
lineare harmonische Oszillatoren mit einer wohl definierten Energie, etwa mit der En-
ergie Ey = %ha)o, prapariert, so ist diese Praparation im Sinne der Quantenmechanik
vollstandig. In der klassischen Mechanik miisste man neben der Energie noch weitere
Grofsen festlegen, etwa den Anfangsort und die Richtung des Anfangsimpulses. In der
Quantenmechanik jedoch sind Teilchenenergie und Teilchenort nicht vertraglich und
konnen nicht zugleich wohl definierte (,,scharfe“) Werte haben.

Die neben den eigentlichen Grundgesetzen benotigten Korrespondenzregeln geben
wir nur fir die allereinfachste Systemklasse, ndmlich fir Systeme mit einem einzigen
spinlosen Teilchen in einer Raumdimension (Systeme mit einem einzigen, und zwar
rdumlichen, Freiheitsgrad) in systematischer Weise an. Fiir kompliziertere Systemklassen

327Zu der hier beniitzten Terminologie, bei der zwischen Grundgesetzen und Korrespondenzregeln unter-
schieden wird, siehe Seite 240.

33Hat man es in der Quantenmechanik mit einer nicht reinen (so genannten gemischten) Gesamtheit
zu tun, so muss man Quantenstatistik betreiben, so wie man in der klassischen Mechanik statistische
Mechanik betreiben muss, wenn man keine optimale Kenntnis der Systeme hat, beispielsweise wenn
man Anfangslagen und -impulse nicht prazise kennt.
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werden wir die Korrespondenzregeln nur soweit angeben, dass erkennbar wird, ,,wohin
der Hase lauft®

Was miussen Grundgesetze und Korrespondenzregeln zusammen leisten? Nach den
Einblicken, die wir beim ,,Rateweg” gewonnen haben, konnen wir dies schon wesent-
lich priziser sagen, als es auf Seite 236 moglich war. Zugleich wird angemerkt, welche
Grundgesetze das Gewilinschte (zusammen mit den Korrespondenzregeln) leisten wer-

den.

Die Theorie muss uns sagen:

260

wie der ,,Zustand“ einer reinen Gesamtheit zu einem vorgegebenen festen Zeit-
punkt mathematisch beschrieben wird;

1. Grundgesetz: ,,Zustandsbeschreibung*

nach welchem Gesetz sich der ,Zustand” einer sich selbst iiberlassenen (d. h. nicht
durch Umpréparationen gestorten) reinen Gesamtheit im Laufe der Zeit 4ndert
(statistische Kausalitat);

5. Grundgesetz: ,,Dynamik“ (Schrodingergleichung)

wie die Observablen eines Systems mathematisch beschrieben werden und wie
man die moglichen Messwerte berechnet;

2. Grundgesetz: ,,Observablen und Messwertspektren®

wie man den einer bestimmten Messung einer Observablen zugeordneten Mess-
apparat mathematisch beschreibt und wie man bei bekanntem ,,Zustand* einer
reinen Gesamtheit die Wahrscheinlichkeit fiir das Erhalten eines Messwertes oder
eines Messwertes aus einem Intervall bei einer Messung an einem Einzelsystem
berechnet;

3. Grundgesetz: ,Messung einer Observablen*

wie man den einer bestimmten Umpréiparation beziiglich einer Observablen zu-
geordneten Priaparationsapparat mathematisch beschreibt und wie sich der ,,Zu-
stand“ einer reinen Gesamtheit durch Umpréiparation dndert;

4. Grundgesetz: ,Umpraparation beziiglich einer Observablen*

welche Bedingungen erfiillt sein miissen, damit zwei Observablen vertriglich sind,
also eine Messung beider zugleich oder eine Umpréparation beziiglich beiden
zugleich moglich ist;

3.+ 4. Grundgesetz

wie eine Praparation beschaffen sein muss, damit sie vollstindig ist, also eine
reine Gesamtheit herstellt, und wie der ,,Zustand“ der so hergestellten Gesamtheit
zu beschreiben ist.

1.+ 3.+ 4. Grundgesetz
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4.6 Darstellung der Zustande durch
Hilbertraum-Vektoren

1. Grundgesetz: Zustandsbeschreibung (¢ ,,fest®)

Der Zustand einer reinen Gesamtheit wird zu einem festen Zeitpunkt durch
einen Einheitsvektor 1 eines komplexen Hilbertraumes 94 beschrieben;
dabei ist e’ 9, ¥ € [0,27), dquivalent zu ¥:

e, |Pl=1;
erp =1y, yelo,2n).

Y wird als Zustandsvektor der Gesamtheit und 94 als Zustandsraum der be-
treffenden Systemklasse bezeichnet.

Die Wahl des zur betreffenden Systemklasse gehorigen Zustandsraumes 9¢ liegt aufser-
halb der eigentlichen Axiomatik, sie ist Bestandteil der Korrespondenzregeln.

In der schrodingerschen Formulierung der Quantenmechanik (historisch als Wellenme-
chanik bezeichnet)3* wihlt man fiir Systeme mit einem spinlosen Teilchen in einer Raum-
dimension als Zustandsraum

9% = IZ(R) = {f: [R{—H[Z)fdx|f(x)|2<+oo}, (4.88)
R

(fg) = f dx f*() g(x). (4.89)

R

Die Zustandsvektoren sind im Falle 96 = I?>(R) Funktionen, weshalb man sie auch als
Zustandsfunktionen bezeichnet.3®

Die Norm ist in einem Hilbertraum allgemein durch die Beziehung (4.80) definiert. Im
speziellen Fall % = I?(R) gilt also

If12 = f dx | fCOPR. (4.90)

R

34Eine zur schrodingerschen Formulierung der Quantenmechanik mathematisch dquivalente Formulie-
rung stellt die heisenbergsche Matrizenmechanik dar, bei der man statt mit Funktionen mit unendlichen
Spalten- und Zeilenmatrizen und statt mit multiplikativen Operatoren, Differentialoperatoren und
Integraloperatoren mit unendlichen quadratischen Matrizen arbeitet.

35Die historische Bezeichnung Wellenfunktion wird im Folgenden vermieden, da sie missversténdlich ist.
Stattdessen sprechen wir von der Zustandsfunktion.
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Die im 1. Grundgesetz erhobene Forderung ||| = 1 bedeutet daher

fdx|1,b(x)|2 =1. (4.91)

R

Ein Beispiel fiir einen moglichen Zustandsvektor ist (verifiziere dies selbst)

B(x) = /% exp[—M], a€RY, a€R (a,a fest). (4.92)

Der Zustandsvektor

o) =y = [ L exolir - e ~oF ] @.93)

mit beliebigem festem y € [0, 27) beschreibt nach dem 1. Grundgesetz denselben Zu-
stand wie .

Natirlich haben wir vom ,Rateweg® einiges iiber die Bedeutung der Groéfsen und
die Interpretation der Formeln ,,im Kopf*“. Dieses ,,Wissen“ soll dazu dienen, dass die
nun deduktiv formulierten Grundgesetze und Korrespondenzregeln nicht als vollig
willkiirlich empfunden werden. Beispielsweise ,,wissen“ wir vom , Rateweg” wie Gl. (4.91)
zu interpretieren ist. Desgleichen ,,wissen” wir, dass y in Gl. (4.93) tatsdchlich nicht von
x abhingen darf, weil sonst zwar |p(x)|? = |1(x)|?, aber |&(p)|*> # |P(p)|? gelten wiirde.36
Esist jedoch wichtig, ,Rateweg” und deduktive Darstellung auseinander zu halten. Im
Rahmen der deduktiven Darstellung konnen wir Gl. (4.91) noch nicht interpretieren,
weil wir noch nichts iiber die Bedeutung von |(x)|?> gesagt haben. Der Leser achte in
den folgenden deduktiven Abschnitten darauf, jeweils sauber zu unterscheiden, was er
vom ,, Rateweg* weifs und was bis zur betreffenden Stelle im deduktiven Teil ausgesagt
bzw. noch nicht ausgesagt wurde.

Wie sehen die Zustandsraume fiir kompliziertere Systemklassen aus?

Zustandsraum fiir Systeme mit einem spinlosen Teilchen in drei
Raumdimensionen

% = IX(R3) = {f: R3— C| fd3r If(r))? < +oo}, (4.94)
R3
(f.g) = f dr () g(r). (4.95)
R3

36Es wiren dann zwar die Wahrscheinlichkeitsverteilungen beziglich des Teilchenortes gleich, die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen beziiglich des Teilchenimpulses wéiren aber verschieden.
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Zustandsraum fiir Systeme mit einem Spin-%-Teilchen in drei
Raumdimensionen

% = I2(R3,C?)

(4.96)
[
= {r=() s wmc| [eraer+ LR < o],
~ J
(1) = [@r]fzeem+ 00 (4.97)
R3

Man schreibt dann
f(r,o) = f5(r) (4.98)
und bezeichnet ¢ als Spinvariable. Die Spinvariable ist eine diskrete Variable, welche fir
Spin-3-Teilchen nur zwei Werte annehmen kann: o = —, + steht dabei fir o = -3, +3,

wobei die Werte von o# (also —%,+2) die méglichen Messwerte der Spinkomponente
fiir eine feste Raumrichtung (die meist als z-Richtung gewéhlt wird) darstellen. Fiir das
innere Produkt (4.97) hat man in dieser Schreibweise

(fg)=Y f &r f*(r,0)g(r,0). (4.99)
e

Zustandsraum fiir Systeme mit einem Spin-s-Teilchen in drei

Raumdimensionen

Fiir Spin-s-Teilchen (s = 1,1,2

5,1,3,...) kann die Spinvariable o die 2s + 1 Werte —s,
—s+1,...,+sannehmen, und der Zustandsraum ist durch 94 = I?(R3, C>*1) gegeben. Ist
s = 3, so hat man den bereits oben besprochenen Spezialfall. In den Fillens = 1, 3,2, ...
ist alles vollkommen analog zum Fall s = ; — insbesondere ist die Formel fiir das innere
Produkt in allen Fallen durch (4.99) gegeben —, nur nimmt die diskrete Variable o drei
bzw. vier bzw. finf ... Werte an.
Formal kann man auch spinlose Teilchen einbeziehen, indem man diesen s = 0
zuschreibt und sie als ,,Spin-0-Teilchen bezeichnet. Die diskrete Spinvariable o kann
dann nur einen Wert annehmen, ist also entbehrlich, und fiir den Zustandsraum gilt

entsprechend % = I?(R3, C!) = I?(R3).
Zustandsraum fiir Systeme mit N Teilchen in drei Raumdimensionen.
Boseteilchen und Fermiteilchen

Bei Mehrteilchensystemen muss man unterscheiden, ob es sich um Systeme mit
lauter verschiedenartigen (,,nichtidentischen®) Teilchen handelt, oder ob gleichartige
(,identische®) Teilchen vorhanden sind.
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Identischen Teilchen kommt in der Quantenmechanik keine Individualitiat zu, sie sind
prinzipiell nicht identifizierbar (,ununterscheidbar®). Dies wird im mathematischen For-
malismus durch geeignete Wahl des Zustandsraumes bertiicksichtigt. Diese Wahl wird
fir identische Teilchen mit ,ganzzahligem® Spin s = 0,1, 2, ... (Boseteilchen) durch das
so genannte Symmetrisierungsprinzip, fir identische Teilchen mit ,,halbzahligem* Spin
s = % % % ... (Fermiteilchen) durch das so genannte Antisymmetrisierungsprinzip (,Pauli-

verbot”“) bestimmt.
Spinlose Teilchen

Betrachten wir zunéchst den allereinfachsten Fall, ndmlich den Fall von Systemen
mit N spinlosen Teilchen (,,Spin-0-Teilchen®).

Enthalt das System N nichtidentische spinlose Teilchen, so gilt

% = Z(R3N) = {f: RN C | fd3r1-...-d3rN 1f(ry, o )2 < +oo}, (4.100)

R3N

(f,g) = /d3r1-...-d3er*(r1,...,rN)g(rl,...,rN). (4.101)
R3N

Enthélt das System N identische spinlose Teilchen, so gilt hingegen 94 = Lzsym(lRW ), wobei
L%ym(R3N) jener Teilraum von I*(R3N) ist, der von den beziiglich beliebigen Permutationen
(1,2,...,N) = (iy,ls, ..., in) der Teilchenindizes symmetrischen Vektoren f € IZ(R3N)
aufgespannt wird (Symmetrisierungsprinzip), d. h. fiir alle N! derartigen Permutationen

muss gelten:
f(ril,riz,...,riN)=f(r1,r2,...,rN). (4102)

Es kann natiirlich auch sein, dass es sich um ein System handelt, bei dem nur ein Teil der Teilchen
untereinander identisch ist. Ein Beispiel: Das System enthalte zwei identische Teilchen (Indizes
1,2) und N — 2 mit diesen und untereinander nichtidentische Teilchen. Dann verlangt das Sym-
metrisierungsprinzip 9 = Ly, 1 ,(R3N), wobei I 1 ,(R3N) jener Teilraum von I2(R3N) ist, der
von jenen f € I?(R3N) aufgespannt wird, welche die folgende Eigenschaft besitzen:

f@ry,r,ra, ..., ry) = f(r, 1,13, ..., FN) . (4.103)
Teilchen mit Spin

Bei Systemen von N nichtidentischen Teilchen mit Spin ist alles analog wie bei nicht-
identischen spinlosen Teilchen, nur hangen die Vektoren f des Zustandsraumes aufser
von den kontinuierlichen Vektorvariablen ry, r,, ..., ¥y noch von diskreten Spinvariablen
01,02, ..., 0y ab (0, = =S4, —Sq + 1,...,+S,), und in der Formel fiir das innere Produkt
kommen noch Summen tiber oy, 0, ... , oy hinzu:

(f.8)= Z d3ry- ... dPry fH(r, 01, TN, ON) 8(F1L 01y o PG ON) - (4.104)
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Handelt es sich um N identische Teilchen mit ganzzahligem Spin (s; = S, = -+ = Sy =
1,2,3,...),so muss analog zu (4.102) fiir alle N! Permutationen (1,2, ... ,N) — (i, i3, ..., in)
der Teilchenindizes

S(Fiys Giys Fiys Giys ooe s Figgs Oiy) = f(15,015 72,03, -0, N, ON) (4.105)

gelten (Symmetrisierungsprinzip).

Handelt es sich hingegen um N identische Teilchen mit halbzahligem Spin (s; = s, = -+ =

SN = 3,2,2,...), so miissen die Vektoren f des Zustandsraumes bei einer beliebigen

27272
Transposition von Teilchenindizes das Vorzeichen dndern (Antisymmetrisierungsprinzip);

z. B.

f(rz, 0y,7,01,F3,03, ..., FN, O'N) = —f(rl, 01,rp,05,F3,03,...,FN, O'N) . (4106)

Dies bedeutet, dass sich bei einer ungeraden Permutation der Teilchenindizes, d. h. bei
einer Permutation, die sich aus einer ungeraden Anzahl von Transpositionen zusam-
mensetzen lasst, das Vorzeichen der Vektoren f des Zustandsraumes dndern muss,
wéahrend sich das Vorzeichen bei einer geraden Permutation der Teilchenindizes, d. h. bei
einer Permutation, die sich aus einer geraden Anzahl von Transpositionen zusammen-
setzen lasst, nicht &ndern darf. Fihrt man die so genannte Paritit Mp der Permutation
p: (1,2,...,N) = (i1, iy, ... , iy) €in, wobei np = +1 gilt, falls p eine gerade Permutation ist,
und 7, = —1 gilt, falls p eine ungerade Permutation ist, so hat man die Forderung

S(riys 01, 1iy5 Giys e s Figgs al-N) =Npf(r1, 01,72, 02, ... , I, ON).- (4.107)

Die obigen Ausfiihrungen tiber die Zustandsrdume quantenmechanischer Systemklassen
vermitteln den Eindruck, dass sich dahinter ein allgemeines Konstruktionsprinzip verbirgt. In der
Tat lassen sich mithilfe des mathematischen Konzeptes des direkten Produktes von Hilbertriumen
und des Symmetrisierungs- bzw. Antisymmetrisierungsprinzips die Zustandsriaume beliebiger
Systemklassen aus dem Hilbertraum zu einem rdumlichen Freiheitsgrad und dem Hilbertraum zu
einem Spin-s-Freiheitsgrad (s = %, 1, %, ...) konstruieren. So ist der Zustandsraum fiir Systeme
mit einem spinlosen Teilchen in drei Raumdimensionen das direkte Produkt von drei zu einem
raumlichen Freiheitsgrad gehérigen Hilbertraumen: I?(R3?) = I*(R) ® I*(R) ® I*(R). Kommt zu
den drei rdumlichen Freiheitsgraden noch ein Spin-s-Freiheitsgrad dazu, so ist zuséatzlich das
direkte Produkt mit dem (2s + 1)-dimensionalen Hilbertraum C25*! zu bilden: I?(R3, C*+1) =

I*(R)® I*(R) @ I*(R) ® C>*! = [2(R3) @ C*5+1; usf.
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4.7 Darstellung der Observablen durch
Hilbertraum-Operatoren

2. Grundgesetz: Observablen und Messwertspektren

Einer Observablen % wird ein linearer selbstadjungierter Operator A im

Zustandsraum 9¢ zugeordnet. Das Messwertspektrum der Observablen 2

ist durch das Eigenwertspektrum o(A) des Operators A gegeben:
Observable % — selbstadjungierter Operator A in 94
Messwertspektrum von % = Eigenwertspektrum o(A)

Mathematische Hilfsmittel

Im Zusammenhang mit diesem Grundgesetz sowie mit den weiteren Grundgesetzen
beno6tigen wir einige mathematische Aussagen tiber Eigenwerte, Eigenvektoren und
Eigenrdume selbstadjungierter Operatoren. Beweise werden nur gebracht, wenn sie
mathematisch einfach sind.?”

Da wir ausschliefslich lineare Operatoren betrachten, lassen wir das Attribut ,linear in
Hinkunft weg. Der Begriff des selbstadjungierten Operators wurde bereits auf Seite 258
definiert und in GI. (4.87) fiir den Spezialfall 6 = I?>(R) konkretisiert.

Eigenwertproblem:38 R
Au=Au, u#0. (4.108)

Dabei stellt 1 den Eigenwertparameter dar.

Satz1l

Die Eigenwerte eines selbstadjungierten Operators sind reell,
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Jene 1-Werte, flr die das Eigenwertproblem eine Losung besitzt, werden als Eigenwerte,
die zugehérigen Losungen als Eigenvektoren von A bezeichnet. Ein Eigenwert heifdt v-fach,
wenn es v linear unabhéingige Eigenvektoren zu diesem Eigenwert gibt. Ist v = 1, so
bezeichnet man den Eigenwert als nicht entartet, ist v > 1, so bezeichnet man ihn als
entartet. Die Eigenwerte eines selbstadjungierten Operators A sind reell. Die Menge der
Eigenwerte wird Eigenwertspektrum bzw. Spektrum o(A ) genannt. Das Spektrum kann rein
diskret sein, dann gilt 6(A) = g4(A), es kann rein kontinuierlich sein, dann gilt c(A) =
ox(A) oder es kann teils diskret, teils kontinuierlich sein, dann gilt 6(A) = g4(4) U 6 (A).

37Beziiglich der fehlenden Beweise siehe z. B. Groffmann, S.: Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwen-
dungen in der Physik. AULA-Verlag, Wiesbaden 1988.

38 Zyr Unterscheidung von 0, der Zahl Null, bezeichnen wir den Nullvelgtor mit 0 und den Nulloperator mit
0. Fir alle f in 96 gelten die Beziehungen f+ 0 = f,0f =0 und O f = 0.
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Typ (a) A
Typ (b) A
a
Typ (c) | | —1 | -\
aq (02 Q3 Qg4 as ...
Typ (d) | —1 A
a4 Qg Q3 ... @
Typ (e) - A
I, I, I, ...

Abbildung 4.1: Beispiele fiir Spektren selbstadjungierter Operatoren
(Varianten zu Typ (c): siehe Text auf Seite 267)

Die Abbildung 4.1 zeigt jene Typen von Spektren, die in der Quantenmechanik am
haufigsten vorkommen.3° Wir werden in der Folge auf diese Beispiele bezug nehmen,
indem wir von Typ (a), Typ (b) etc. sprechen. Bei Typ (a) gilt 5(4) = 0 (A) = R. Dieser
Fall liegt bei Orts- und Impulskomponenten von Teilchen vor. Bei Typ (b) gilt c(A) =
ox(A) = [a,+). Dieser Fall liegt bei der kinetischen Energie eines Teilchens vor. (Es
ist dann a = 0.) Bei Typ (c¢) gilt o(A) = o4(A) = {a;,ay,...} (endlich viele oder abzihl-
bar unendlich viele Eigenwerte). Endlich viele Eigenwerte gibt es bei Spinkomponenten,
ein Beispiel fir den Fall von abzihlbar unendlich vielen Eigenwerten ist die Gesamt-
energie eines linearen harmonischen Oszillators. Eine Abart von Typ (c) ist, wenn es
keinen endlichen kleinsten Eigenwert gibt. Man indiziert dann die Eigenwerte geméfs
..a_y,a_q,09,0;,0a,... Ein Beispiel dafiir stellen die Bahndrehimpulskomponenten ei-
nes Teilchens dar. Bei Typ (d) gilt 6(4) = 04(A) U ox(A) = {a;,ay, ...} U [a, +o0). Dabei
gibt es entweder endlich viele diskrete Eigenwerte (wobei der grofste diskrete Eigenwert
kleiner als a ist) oder abzdhlbar unendlich viele diskrete Eigenwerte (wobei diese a als
Haufungspunkt besitzen). Ersterer Fall liegt bei der Gesamtenergie eines Teilchens in
einem endlich tiefen Kastenpotential, letzterer Fall bei der Gesamtenergie des Wasser-
stoffatoms vor. (Bei der iblichen Festlegung des Energienullpunktes gilt dann a = 0.)

39Daneben gibt es noch weitere Typen; beispielsweise kann es im kontinuierlichen Spektrum eingebettete
diskrete Eigenwerte geben. Letzterer Fall tritt beim Energiespektrum des Heliumatoms auf.
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Bei Typ (e) gilt 6(A) = 0x(A) = I; U I, U ... (durch ,Liicken” getrennte kontinuierliche
[,erlaubte“] Bereiche). Dieser Fall liegt bei der Gesamtenergie eines Teilchens in einem
rdumlich periodischen Potential vor (,Energiebdnder®).

Die folgenden Formeln sind formal fiir den Fall angeschrieben, dass A sowohl ein
diskretes als auch ein kontinuierliches Spektrum besitzt. Liegt ein rein diskretes oder
ein rein kontinuierliches Spektrum vor, so sind einfach die ,,nichtzutreffenden Zeilen*
wegzulassen.

Losung des Eigenwertproblems:

Fall1: alle Eigenwerte einfach (nicht entartet)

Au, = ayu,, a,€oq(Ad) (falls o4(A) #{}); (4.109)
Au, = aug, aea(A) (falls op(A) # (D). (4.110)

Die Eigenvektoren zu diskreten Eigenwerten sind Elemente von 94 und kénnen auf eins
normiert werden.*® Man bezeichnet sie als ,eigentliche” Eigenvektoren. Die Eigenvek-
toren zu Eigenwerten aus dem kontinuierlichen Spektrum sind nicht Elemente von 94
und konnen daher nicht auf eins normiert werden. Sie lassen sich jedoch ,,auf die 4-
Funktion“ normieren (s. den folgenden Beweis). Man bezeichnet sie als ,,uneigentliche®
Eigenvektoren. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal, und bei
entsprechender Normierung gilt

< Uy, Uyn > = 5n’n” , (4111)
(Ugr,ugn) = 8(a’ —a"), (4.112)
(uy,uy) = 0. (4.113)
Beweis von Satz 1:
Eigenwerte reell:*!
A selbstadjungiert (w,Au)={u,u) = 1€R
n S 7 NI/
Au=Au ER c€R

40Mit u ist auch au Lésung von Gleichung (4.108). Durch die Normierung auf eins ist u,, bis auf einen
konstanten unimodularen Faktor bestimmt.

“1Der folgende Beweis ist nur unter der Voraussetzung ||u|| < +oo streng giiltig. Es ist also damit eigentlich
nur bewiesen, dass diskrete Eigenwerte reell sind. Man kann aber zeigen, dass die Aussage fir alle
Eigenwerte giiltig ist.
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Eigenvektoren orthogonal:

Gl (4.111): A selbstadjungiert

Aun/ = Qy Uy — (Aun/,unn) = (un/,Aun”>

~ Ay Uy AurUpn
Aun// = AurUpn
== a;/ < un” unr/ > = al’l” < unl’ unr/ >
Ay

(an/ - an//) < Uy, un/r> =0

nl # nll nl # nl/
B) 0 (Up,up)=0
N——_——— —_—
endlich, durch

geeignete Normierung
zu 1 gemacht

Gl. (4.112): analog: (a’'—a”"){ug,ugr)=0
—— —
x 8(a’ —a”), durch
geeignete Normierung
zu 8(a’ — a”) gemacht

Gl (4.113): analog: (a,—a){uy,u;)=0
N e’ N e
£0 =0

Fall 2: Eigenwerte mit Vielfachheiten grifser als eins (entartete Eigenwerte) existieren

Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind dann wieder zueinander or-
thogonal (Beweis wie oben), linear unabhéngige Eigenvektoren zu einem mehrfachen
Eigenwert miissen nicht paarweise orthogonal sein. Sind sie es nicht, so konnen sie
aber stets durch gleichviele orthogonale Eigenvektoren ersetzt werden, welche densel-
ben Teilraum von 94 aufspannen.*? Man kann also zu einem mehrfachen Eigenwert
immer orthogonale Eigenvektoren finden, und wir nehmen in der Folge stets an, dass
solche Eigenvektoren gewihlt wurden. Die Vielfachheit eines Eigenwertes kann abzdihlbar
(endlich oder unendlich) oder auch nicht abzihlbar sein, d. h. die linear unabhingigen
(orthogonalen) Eigenvektoren zum selben Eigenwert kénnen entweder durch einen dis-
kreten Index oder einen kontinuierlichen ,Index“ ,durchnummeriert” sein. Um die
Schreibweise zu vereinfachen, nehmen wir fiir die Formeln immer Ersteres an. Bei nicht
abzéahlbarer Vielfachheit eines Eigenwertes wire lediglich der diskrete Index v durch
einen kontinuierlichen ,Index“ v € I, und ZV ... durch fIdv ..., sowie &,,, durch d(v —v")
zu ersetzen.

420rthogonale Eigenvektoren zum selben Eigenwert kénnen z. B. mithilfe des schmidtschen
Orthogonalisierungsverfahrens gewonnen werden.
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Fihren wir noch fiir den Fall, dass ein Eigenwert a,, nicht entartet ist, formal einen
Index v ein, der nur einen Wert, ndmlich v = 1, annehmen kann, und setzen wir in diesem
Fall u,, = u,,, so konnen wir allgemein schreiben:

Aty = Gplny, an € 0g(A) (falls o4(A) # {}),
v=12,...,8n, (4114)
g, >1 (Vielfachheitvon a,);

Augy = auge, a€o(A) (falls g (A) #{}),
a=12,..,8(a), (4.115)
g(a) > 1 (Vielfachheit von a);

(un/,,/, Upnyn > = 5n/n// 5vau , (4116)
(ua,a,, Ugngr > = 5((1, - Cl”) 5a/a// , (4117)
(Upy,Uge) = 0. (4.118)

Satz 2

Die Eigenvektoren eines selbstadjungierten Operators bilden
ein vollstindiges Vektorsystem (ein Basissystem) in 4.

Wir schreiben die allgemeinen Formeln hier und in der Folge formal fiir den Fall an,
dass A sowohl ein diskretes als auch ein kontinuierliches Spektrum besitzt. Liegt ein
rein diskretes oder ein rein kontinuierliches Spektrum vor, so sind einfach die ,,nichtzu-
treffenden Terme* wegzulassen.

Die Vollstandigkeit des Eigenvektorsystems von A bedeutet, dass es einen entspre-
chenden Entwicklungssatz gibt. Sind alle Eigenwerte einfach (nicht entartet), so lautet die-
ser

f= 2 (upflu, + fda(ua,fma, Vf € %, (4.119)
n:ap€og(A) aeak(A)

existieren Eigenwerte mit Vielfachheiten grofser als eins, so lautet er

8n g(a)
F= S S s oy + fda (ttas Ve, Vf € %.  (4120)

n:ancog(d) =1 acond) ©

Fir die Spektrumstypen (a), (¢) und (d) von Seite 267f hat man beispielsweise:*3

43Bei Typ (c) und (d) kann die Summe iiber n eine endliche oder eine unendliche Summe sein, bei Typ (c)
kann sie auch von —oo bis +co laufen.
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Fall 1: alle Eigenwerte einfach (nicht entartet)

Typ (@): f= fda(ua,f>ua, Vf e 94, (4.121)
R
Typ@: f = 2, (unflun. VfEK; (4.122)
n:aneod(A)
+o0
Typ @) f =) (tp, flun + fda(ua,f>ua, Vf e 9%. (4.123)
n=1

a

Fall 2: Eigenwerte mit Vielfachheiten grofser als eins (entartete Eigenwerte) existieren

g(a)
Typ @):  f= |da ) (ugaf)tiga, Vf € 9; (4.124)
a=1
8n
Typ©: f = > Dt fup, YfEN; (4.125)
n:anecd(A) v=1
gn T g@
Typ(d): f= Z Z(um,,f>um, + [ da Z (Uggs [IUqe, Vf € 6. (4.126)
n=1r=1 a=1

a

Im Prinzip haben wir damit alle benétigten mathematischen Hilfsmittel zusammen-
gestellt. Es vereinfacht jedoch die Schreibweise der noch ausstindigen Grundgesetze
erheblich und erleichtert auch deren Verstindnis, wenn wir den Begriff des Projektions-
operators einfiihren.

Ein selbstadjungierter Operator P heifst Projektionsoperator, falls er die Eigenschaft
P? = P besitzt. Die letztere Eigenschaft wird als Idempotenz bezeichnet.*4 Ein Projektions-
operator kann nur die Eigenwerte 1 und (oder) O besitzen (s. Aufgabe Q3). Im Falle eines
unendlich dimensionalen Hilbertraumes muss die Vielfachheit eines dieser Eigenwerte
oder beider Eigenwerte abzidhlbar unendlich sein. Ein Projektionsoperator projiziert
Vektoren auf einen bestimmten Teilraum des Hilbertraumes, d. h. er ,nimmt ihnen alle
nicht zu diesem Teilraum gehorigen Komponenten weg*. Triviale Projektionsoperatoren
sind der Einheitsoperator und der Nulloperator. Der Einheitsoperator besitzt nur den
Eigenwert 1, dessen Vielfachheit entsprechend gleich der Dimension des betreffenden
Hilbertraumes ist, und projiziert auf den Gesamtraum, verdndert also Vektoren nicht. Der
Nulloperator besitzt nur den Eigenwert 0, dessen Vielfachheit entspechend gleich der
Dimension des betreffenden Hilbertraumes ist, und macht jeden Vektor zum Nullvektor.

44ldempotenz ist charakteristisch fiir jede Projektion. Man denke etwa an die Projektion eines Objektes
im dreidimensionalen reellen Raum auf eine Ebene. Hat man das Objekt auf die Ebene projiziert, so
gibt die neuerliche Anwendung der Operation Projektion auf das erhaltene Bild ,,nichts Neues*.
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Im Zusammenhang mit dem Eigenwertproblem eines selbstadjungierten Operators A
sind jene Projektionsoperatoren von Interesse, welche auf die so genannten Eigenrdaume
beziiglich A und auf so genannte direkte Summen von Eigenrdumen projizieren. Was
damit gemeint ist, wird im Folgenden erkléart.

Ist a,, ein einfacher Eigenwert von A, so ist der durch
Pof :=(u,, flu,, Vfe % (4.127)
definierte Operator P, selbstadjungiert und idempotent, also ein Projektionsoperator:
(fPng) = (f.(tn, 8V ttn) = (un, 8 ) frthn ),
(Pafog) = ((ttn, [ Yttn, ) = (U, [ )* (U, &) = (U, ) frttn )
PEf = (ttny (b, [t Yty = (i, )yt Yty = (i, [t = Pr f.

Der Operator P, projiziert auf den von u,, aufgespannten eindimensionalen Teilraum
von 94, den Eigenraum 94(a,) zum Eigenwert a,, denn er ,lasst” einem Vektor f € 94 nur
seine Komponente in 34(a,), wie Gl. (4.127) zeigt. Symbolisch kann man statt Gl. (4.127)

auch .
P, =(u,, .)uy, (4.128)

schreiben, wobei der Punkt die Rolle eines ,,Platzhalters® spielt.

Beachte: Wihrend u,, nur bis auf einen unimodularen Faktor bestimmt ist, ist P,
eindeutig bestimmt.

Allgemeiner: Ist a, ein g,-facher Eigenwert von A (g, > 1), so ist der von den Eigen-
vektoren u,,, v = 1,2, ..., g,, aufgespannte Eigenraum 94(a,,) von A zum Eigenwert a,
g,-dimensional, und der zugehorige Projektionsoperator lautet

8n
Py = D (Unys - iy - (4.129)
=1

Analog kann man Projektionsoperatoren fiir Teilrdume definieren, welche von unei-
gentlichen Eigenvektoren aufgespannt werden. Der Projektionsoperator fiir den Teilraum,
der von den uneigentlichen Eigenvektoren zu Eigenwerten a € | C oi(A) (g(a) > 1)
aufgespannt wird, ist durch

b = f dP(a), (4.130)
I
) g(a)
dP(a) = da Z{uaa, NUgg (4.131)
a=1

gegeben. Das Symbol dP(a) wurde dabei zur Vereinfachung der Schreibweise kiinftiger
Formeln als Abkiirzung eingefiihrt. Es ist zu beachten, dass dP(a) kein Projektionsoperator
ist.
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Aus den Gleichungen (4.111) bis (4.113) bzw. (4.116) bis (4.118) folgen fiir die Projek-
tionsoperatoren P,, P; die Orthogonalititsheziehungen

PPy =0, falls n #n, (4.132)
Ppby = 0, falls 'nl”"={}, (4.133)
PPy =0, vn VICo(A). (4.134)

Aus diesen Beziehungen folgt aber (zusammen mit der Eigenschaft der Operatoren P,,,
ﬁu, Projektionsoperatoren zu sein), dass auch eine beliebige Summe von Operatoren
P, mit verschiedenen n und (oder) Operatoren P; mit elementfremden Teilmengen [
ebenfalls Projektionsoperator ist (s. Aufgabe Q4). Ist 7(A) eine beliebige (echte oder
unechte) Teilmenge von o(A), so ist

P= > P+ fd.f’(a) (4.135)

n:anET(A) aer(Ad)

Projektionsoperator zu jenem Teilraum von 94, welcher von den eigentlichen Eigenvek-
toren zu Eigenwerten a,, € 7(4), und den uneigentlichen Eigenvektoren zu Eigenwerten
a € 7(A) aufgespannt wird. Dieser Teilraum wird als direkte Summe der entsprechenden
Eigenrdume bezeichnet.

Der Entwicklungssatz Gl. (4.119) bzw. (4.120) lasst sich mithilfe der Projektionsope-
ratoren, welche sich durch Losen des Eigenwertproblems von A ergeben haben, in der
Form
f= 2 B+ fdﬁ(a)f, Vf e % (4.136)

n:anead(A) aeak(A)

schreiben. Mathematisch gleichwertig zum Entwicklungssatz ist daher die Operatorglei-

chung )
1= > P+ fdﬁ(a), (4.137)

n:anead(A) aeck(A)

die man als Volistindigkeitsbeziehung fir die Projektionsoperatoren bezeichnet.*® Fiir die
Spektrumstypen (a), (c) und (d) hat man beispielsweise:

Typ (a): 1= fdﬁ(a), (4.138)
R
Typ (¢): 1= Z ﬁn, (4.139)
n:anead(A)
+00
Typ (d): 1=> 7P+ /dﬁ(a). (4.140)
n=1

a

45Man sagt auch, dass man durch Losen des Eigenwertproblems des Operators A eine Zerlegung der Einheit
gefunden hat.
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Zur Veranschaulichung der bisher angeschriebenen Beziehungen im Fall des dreidimensio-
nalen reellen Vektorraumes s. die Aufgabe Q5.

Ein selbstadjungierter Operator lasst sich durch seine Eigenwerte und die Projektions-
operatoren, welche zu den Eigenrdumen gehoren, ausdriicken. Die allgemeine Formel
lautet (s. Aufgabe Q6)

A= 3 aP, + / adP(a). (4.141)

n:apeaq(A) aco(A)
Man nennt dies die Spektralform von A. Fur die Spektrumstypen (a), (c) und (d) hat man
beispielsweise:

Typ (a): A= / adP(a), (4.142)
R
Typ (c): A = Z anﬁn, (4.143)
n: anead(A)
+o0
Typ (d): A=) a,P, + /adﬁ(a). (4.144)
n=1

a

In der Quantenmechanik werden — wie wir in Abschnitt 4.8 sehen werden — Projekti-
onsoperatoren zur mathematischen Beschreibung von Mess- und Priparationsapparaten
verwendet. Der Eigenwert 1 wird mit der Antwort ,,Ja, die gefragte Eigenschaft liegt beim
System vor“ und der Eigenwert O mit der Antwort ,Nein, die gefragte Eigenschaft liegt
beim System nicht vor“ verkniipft. Der Projektionsoperator P von Gl. (4.135) wird dann
der Frage ,Liegt beziiglich der Observablen % ein Messwert aus der Teilmenge 7(A) des
Messwertspektrums vor?“ zugeordnet. Im Falle 7(4) = o(A) gilt nach Gl. (4.137) P = 1,
der betreffende Projektionsoperator besitzt also nur den Eigenwert 1, im Einklang mit
der Tatsache, dass die Antwort auf die Frage , Liegt beziliglich der Observablen % irgend-
ein Messwert aus dem Messwertspektrum vor® nur ,,Ja“ lauten kann. (Siehe auch die
Bemerkung 7 auf Seite 287.)

Nachdem wir die erforderlichen mathematischen Hilfsmittel bereitgestellt haben, be-
fassen wir uns mit den Korrespondenzregeln zum 2. Grundgesetz in der schréodingerschen
Formulierung der Quantenmechanik (,Wellenmechanik®). Rechnungen, die wir bereits
beim ,,Rateweg®“ durchgefiihrt haben, wiederholen wir dabei nicht, doch schreiben wir
der Ubersichtlichkeit halber nochmals die Ergebnisse zusammen.

Fiir Systeme mit einem spinlosen Teilchen in einer Raumdimension hat man als funda-
mentale Grofsen den Teilchenort und den Teilchenimpuls. In der klassischen Mechanik
beschreibt eine beliebige Funktion der Orts- und Impulsvariablen eine Observable ei-
nes derartigen Systems. Man konnte deshalb meinen, dass die Korrespondenzregeln
einer beliebigen Funktion F(x, p) einen selbstadjungierten Operator F'im Zustandsraum
I*(R) zuordnen miissten. Wie wir sehen werden, sind jedoch dem Ubersetzen durch die
Nichtvertraglichkeit von Ort und Impuls in der Quantenmechanik Grenzen gesetzt.
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Den fundamentalen Observablen Teilchenort ¢ und Teilchenimpuls p werden die folgen-
den Operatoren zugeordnet:

o<

¥ —

(£f)(x) = xf(x), (4.145)

p— b (b)) = —in LD

(4.146)

Wie man unmittelbar sieht*®, gilt £ p # p X. Man sagt, die Operatoren X, p seien ,nicht
vertauschbar®.
Definiert man fiir zwei Operatoren A, B allgemein den so genannten Kommutator von
Aund B, o
[A,B]:=AB-BA, (4.147)
so zeigt man leicht, dass

[%,p] =ikl (4.148)

gilt (s. Aufgabe Q7). Diese Beziehung wird als kanonische Vertauschungsbeziehung bezeich-
net.*’ Sie ist der mathematische Ausdruck fir die Nichtvertriglichkeit der Observablen
Teilchenort und Teilchenimpuls und fiihrt auf die in Abschnitt 4.14 besprochene heisen-
bergsche Unbestimmtheitsbeziehung Ax-Ap > 2

Losung des Eigenwertproblems von X:

Eigenwertgleichung:  (Xu,)(x) = x'uy(x); (4.149)
Spektrum: oX)=0o(X) =R, (4.150)
Eigenfunktionen: U (x) =08(x—x"). (4.151)

Orthogonalitdt und ,,Normierung® (s. Gl. (4.112)):

(Uyr, Uy ) = /dx uy () un(x) = 8(x" = x"). (4.152)
R

Entwicklungssatz (s. Gl. (4.121)):

fx) = fdx’<uxf,f>ux'(X), vf (4.153a)
R
mit (U, f) = /dxu;’;,(x)f(x) = f(x'), (4.153b)
R

46Beachte: Die Wirkung des Produktoperators A B ist durch (A B) f == A (Bf) definiert.
47Da die Vertauschungsbeziehungen aller iibrigen Observablen der betrachteten Systemklasse auf sie
zuriickgefithrt werden kénnen, heifst sie auch fundamentale Vertauschungsbheziehung.
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also

£ = f 4’ fx) g (x) = j dx’ () s(x—x), VS

R R

Losung des Eigenwertproblems von p:
Eigenwertgleichung:  (pup)(x) = p'up(x);
Spektrum: a(p) =o(p) =R,

. . 1 . '
Eigenfunktionen: Up(x) = —— el/Mp'x
\27h

Orthogonalitdt und ,,Normierung*:
(Upr, Upn ) = /dx u;,(x) up,,(x) =0(p' —p").
R

Entwicklungssatz (fouriersches Integraltheorem):

f0) = f dp' (g ) up(x), Vf

R

mit  (uy, f) = f dxu’,(x) f(x) = \/1_ f dx eGP f(x)

27h
R R

=: f(p'), f Fouriertransformierte von f,

also
1

27h
R

o) = f dp’ F(p') 1y (x) =

R

dp’ f(p")etmp’x | yf.

(4.153c)

(4.154)
(4.155)

(4.156)

(4.157)

(4.158a)

(4.158b)

(4.158¢)

Bei der Ubersetzung von Funktionen (wir verwenden dafiir das Symbol ~+) sind
Summen von Funktionen in Summen von Operatoren tiberzufithren. Die Korrespon-
denzregeln flr allgemeine Funktionen von x allein sowie fiir Polynome in p allein sind sehr

einfach und liefern ,,automatisch” selbstadjungierte Operatoren:

AX) ~ A A:=A®R),

B(p) ~ B: I%::B(f)).

Aus einem Polynom in p wird dabei ein Differentialoperator.
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4.7 Darstellung der Observablen durch Hilbertraum-Operatoren

Fir allgemeine Funktionen von p findet man die Korrespondenzregel durch folgende Uberle-
gung: Da die Transformation zwischen der Ortsvariablen x und der Impulsvariablen p durch das
Fourierintegral (4.158) vermittelt wird, ist es naheliegend anzunehmen, dass analog zu

(Af)(x) = A(x) f(x) 4.161)

die Beziehung

(Bf)(p) = B(p) f(p) (4.162)

gelten muss. Fouriertransformation von (ﬁ f )( p) (analog zur Transformation (4.158c) mit p’ersetzt
durch p) und Beniitzung von (4.162) gibt dann

(Bf)(x) = \/% f dp (B )(p) e(i/Mpx = ;h f dp B(p) F(p) e/Mpx .
T V2

Setzt man hier noch fir f(p) die Transformation (4.158b) (mit p’ ersetzt durch p und x ersetzt
durch x’) ein, so erhélt man die Korrespondenzregel

BE) ~ B (B0 = [dxRylex =) )
" (4.163)

mlt KB(X = xl) = ﬁ fde(p) e(i/h)p(x—x’)_
R

Ist B ein Polynom, so wird die Kernfunktion K proportional zu §(x — x"), und es resultiert wieder
der Differentialoperator B(p) von Gl. (4.160), ist B kein Polynom, so ist der zugehorige Operator ein
Integraloperator.

Damit konnen auch Funktionen von x und p der Bauart F(x, p) = A(x) + B(p) Uibersetzt
werden. Speziell erhilt man fiir die Wirkung der Operatoren der Observablen potentielle
Energie B, kinetische Energie € und (Gesamt-)Energie € = § eines Teilchens in einem
konservativen Kraftfeld:

(VA)x) = V() f(x), (4.164)
~ 2 2

(THX) := —;—m ddjl(zx), (4.165)
~ 2 2

(Hf)x) := {—;’—m% + VO F0). (4.166)

Da T eine gegebene Operatorfunktion von p ist, kann man die Lésung des Eigenwertpro-
blems von T unmittelbar auf die Lésung des Eigenwertproblems von p zuriickfithren.48

48Wir betrachten zuerst das Eigenwertproblem von f’, da Vund H systemspezifisch sind.
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Lésung des Eigenwertproblems von T

12

Eigenwertgleichung: (f‘uip/)(x) = g—m Usp(X); (4.167)
o A p’2

Spektrum: o(T) = o (T) = { S P € R}, (4.168)

Eigenfunktionen: Uy (x) = L amwx (4.169)

\V2rh

Die Eigenfunktionen sind gemafs Gl. (4.157) ,normiert“, und es gilt der Entwicklungssatz
von GI. (4.158a) bis (4.158c). Wahrend X und p nur nichtentartete Eigenwerte besitzen,
besitzt T zweifache Eigenwerte. In der Schreibweise von Gl. (4.115) hat man:

Eigenwertgleichung: (Tur.)(x) = Tur(x), 7=1,2; (4.170)
Spektrum: o(T) = o (T) = R, (4.171)

1
Eigenfunktionen: up(x) = (%)4 1 eli/mV2mTx ’
\ 27h
1
uTz(x) = (m )4 1 e—(i/m)VamTx

2T 27th

(4.172)

Die ,Normierung® wurde im Einklang mit Gl. (4.117) gedndert. Orthogonalitit und ,Nor-
mierung® driicken sich entsprechend folgendermafsen aus:

(uT,T;, uT"‘L’” > = fdx uﬂ'}'/-[l(x) uTuT”(X) = 5(T’ - T”) 5141-// . (4.173)
R

Auch der Entwicklungssatz nimmt eine neue Form an (s. Aufgabe Q8).

Die Operatoren V und H sind systemspezifisch und kénnen entweder nur nicht-
entartete oder nur entartete oder sowohl nichtentartete als auch entartete Eigenwerte
besitzen. Konkrete Aussagen kann man erst machen, wenn man das Potential spezifiziert.

Beispiel: Linearer harmonischer Oszillator mit Kraftzentrum im Ursprung

Betrachtet man das Eigenwertproblem von V fiir diesen speziellen Fall, so ist wegen
V = mwj 2%/2 alles weitgehend analog wie beim Eigenwertproblem von T, weshalb wir
die Beziehungen hier nicht anschreiben.

Die Losung des Eigenwertproblems des Hamiltonoperators
~ P? mwd

H +

82
o > X5 (4.174)
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d. h. die Losung der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung (4.57), wurde bereits in
den Gleichungen (4.58) bis (4.60) angeschrieben. Wir schreiben sie hier der Systematik
halber nochmals an und verwenden dabei wieder die Abkiirzung von Gl. (4.61).

Lésung des Eigenwertproblems von H:

Eigenwertgleichung: (Hu,)(x) = E,u,(x), E,=(n+ %)ha)o; (4.175)
Spektrum: o(H) = 04(H) ={E,,, n € Ny}, (4.176)
. . a (ax)?
Eigenfunktionen: u,(x) = exp[— ]Hn(ocx). (4.177)
2npl\m 2

Orthogonalitdt und Normierung (s. Gl. (4.111)):

(U, U ) = /dx Uy (X) Uy (X) = Sy . (4.178)
R
Entwicklungssatz (s. Gl. (4.122)):

fG) = D (up, fHun(x), Vf (4.179a)
n=0
mit  (u,, f)= fdx’ uy(x") f(x"). (4.179b)
R

Wie man durch Einsetzen von Gl. (4.179b) in Gl. (4.179a) sieht, ist zu diesem Entwick-
lungssatz die folgende Vollstindigkeitsheziehung mathematisch dquivalent:*?

(o]

Z up(xXNuy(x) =d(x—x'). (4.180)

n=0
Die bisherigen Ubersetzungsregeln waren eindeutig, weil die Nichtvertraglichkeit
von Teilchenort und Teilchenimpuls nicht ins Spiel kam.?° Eine neue Situation liegt vor,
wenn eine Funktion F(x, p) iibersetzt werden soll, die nicht die Summe einer Funktion
von x allein und einer Funktion von p allein ist. Ein einfaches Beispiel daftr ist die Grofse
F(x,p) = xp, die sogar einen Namen hat: Virial. Klassisch gilt F(x,p) = xp = px =
5(xp+ px) = ;(2xp + px) = ... Ersetzt man aber in diesen Ausdriicken die Variablen
X, p durch die Operatoren X, p, so ergeben sich aufgrund der Nichtvertauschbarkeit
von X und p verschiedene Operatoren. Welchen soll man wihlen? Die Frage ist in diesem

49Um ein unmittelbares Einsetzen zu erméglichen, wurde in Gl. (4.179b) die Integrationsveridnderliche
von vornherein nicht mit x, sondern mit x’ bezeichnet.

50Eine Nichteindeutigkeit konnte man nur ,,mutwillig“ konstruieren, indem man die klassischen Ausdrii-
cke so umschreibt, dass Produkte von Orts- und Impulsvariablen auftreten; z. B.: p?> = xp % pXx.
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Fall leicht zu beantworten, da von den zur Auswahl stehenden Operatoren nur einer
selbstadjungiert ist, und man gelangt zur Korrespondenzregel

F(x.p)=xp ~ F: F=2(%p+p0). (4.181)
(Man sagt, man miisse vor dem Ubersetzen ,,Symmetrisieren®.) Analog hat man

Fx,p) = A(X)p ~ F:  F= %[A(fc) b+ PAR)). (4.182)

Die entsprechenden Ausdriicke fiir drei Raumdimensionen, d.h. F(r,p) = A(r)- p und der
zugehorige Operator F, spielen im Ausdruck fiir die Energie eines geladenen Teilchens in einem
Magnetfeld eine Rolle. Dabei ist dann A(r) das Vektorpotential des Magnetfeldes.

Dass der Ubersetzungsmechanismus nicht immer eindeutig ist, zeigt das folgende
Beispiel, bei dem verschiedene selbstadjungierte Operatoren ,zur Auswahl bleiben*:

F(x,p) = x*p* ~ E: pl = %p%%, 13‘2 = pR*p, A3 = %(ﬁzpz"' p2%?), (4.183a)
~ 1,0, .. ~ 1, .. A
F, = Z(xp.|_ px)z, Fs = z[(xp)z-i- (pX)z] 5 ees (4.183h)

Héatte man es mit einer solchen Gréfse zu tun, so miisste man auf gut Gliick einen dieser
Operatoren als den ,richtigen® postulieren und untersuchen, ob sich mit dieser Wahl
Ubereinstimmung mit dem Experiment ergibt oder nicht. (Wiisste man allerdings, dass
die Observable als Quadrat des Virials aufzufassen ist, so hitte man von vornherein F, als
F zu wihlen.) Das besprochene Beispiel hat aber nur akademische Bedeutung (deshalb
die vielen ,,miisste“und ,hétte“), da niemand die den Operatoren Fl, 152, ... zuzuordnen-
den Messapparate kennt.

Die aufgrund des Ubersetzens einer kommutativen Algebra in eine nichtkommutati-
ve Algebra unvermeidlich bestehende prinzipielle Mehrdeutigkeit des Ubersetzungs-
mechanismus hat fiir die bekannten quantenmechanischen Problemstellungen keine
praktische Relevanz.

Bisher haben wir uns nur mit der Ubersetzung von Funktionen F(x, p) befasst, welche
Summen von Produkten von Funktionen von x und Potenzen von p sind. Wie hat man
allgemeinere Funktionen®! zu iibersetzen? Die Antwort lautet: Fiir derartige Funktionen
gibt es iiberhaupt keine Ubersetzungsmoglichkeit. Auch dieser Umstand hat jedoch keine
praktische Relevanz.

In der klassischen Mechanik kann man eine beliebige Funktion F(x, p) als Observable,
d. h. als Messgrofse, bezeichnen. Kennt man ndmlich keinen Apparat, der die Grofse als
»,Ganzes“ zu messen gestattet, so kann man einen Apparat bauen, der Teilchenort und
Teilchenimpuls zugleich misst, intern den Funktionswert F(x, p) berechnet und den be-
rechneten Wert anzeigt. In der Quantenmechanik sind Teilchenort und Teilchenimpuls

51Ein Beispiel wire v/ | xp]|.
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nicht vertraglich, und man kann deshalb von einer Observablen nur sprechen, wenn es
einen Apparat gibt, der es gestattet, die Grofde als ,,Ganzes“ zu messen.

Zum Abschluss werden unter Verwendung der auf Seite 251 besprochenen ,,schlam-
pigen® Operator-Kurzschreibweise einige Korrespondenzregeln zum 2. Grundgesetz
fiir andere Systemklassen angegeben. (Die entsprechenden Zustandsraume wurden im
Anschluss an das 1. Grundgesetz besprochen.)

Systeme mit einem spinlosen Teilchen in drei Raumdimensionen

Den fundamentalen Observablen Teilchenort ¥ und Teilchenimpuls p werden die folgenden
Operatoren zugeordnet:

F— F F:=r, (4.184)

p — P pi=—ihV. (4.185)
Ausfiihrlich angeschrieben:>2

(Pu)(r) = ru(r), (4.186)

(pu)(r) = —ihVu(r). (4.187)

Die fundamentalen Vertauschungsbeziehungen lauten:

[%,%]=0, [pppl=0, [%}pe]=ind;1. (4.188)

Beispiele flr weitere Observablen:

Bahndrehimpuls [ des Teilchens:

Dain den Komponenten von 1l = r x p nur Produkte von Variablen vorkommen, denen
in der Quantenmechanik vertrigliche Gréf3en entsprechen, gibt es beim Ubersetzen in
einen selbstadjungierten Operator keinerlei Probleme:

L~ L [:=Fxp=—in(rxV). (4.189)
In Komponenten:
A A A . 0 0 .
ly=YDz— Zpy= —lfl(yg - Z@) und zyklisch.

Mithilfe der fundamentalen Vertauschungsbeziehungen kann man leicht jene der Ope-
ratoren der Bahndrehimpulskomponenten I, I,, [, berechnen,

[fx, iy] = ihiz und zyklisch, (4.190)

52Die Wirkung aller iibrigen Operatoren wird nur mehr in Kurzschreibweise angegebenen.
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und die Vertauschungsbeziehungen
[1%051=0, j=1273 (4.191)

beweisen (s. Aufgabe Q9).

Gesamtenergie $ der ,Relativbewegung® des Wasserstoffatoms ohne Beriicksichtigung des
Spins und bei Vernachlassigung sonstiger relativistischer Korrekturen:®3

Die Ubersetzung der Hamiltonfunktion

2 2
g=P _ ‘37 (4.192)

N N i)z e
H ~ H: H==2——7=——A— . (4.193)

Lisung des Eigenwertproblems von H:

Die Losung wird nur fir den diskreten Teil des Spektrums angegeben, nicht aber fiir das
Kontinuum bei E > 0:%*

. 4
Eigenwertgleichung: (Hunlml)(r) = Epupim,(r), E, = —%% ; (4.194)
neN; 1=0,1,2,...,n—1;
(4.195)
myp=-L-l+1,..,+l;
diskretes Spektrum:  oq(H) = {E,, n € N}, (4.196)
Eigenfunktionen: Unim, (1) = Rpi(r) Yim, (8, 9) - (4.197)

Die Radialfunktionen R, schreiben wir hier nicht an.®® Die Vielfachheit des Eigenwertes

E,, ist durch n-1

gn= D, Q2l+1)=n? (4.198)
1=0

gegeben. (Bei Berticksichtigung des Spins ist nicht der Hilbertraum I?(R3), sondern der
Hilbertraum I?(R3, C?) Zustandsraum, und es gilt dann g,, = 2n?)

>3 m ist dabei die reduzierte Masse des Elektron-Proton-Systems, also m = m./(1 + me/myp). Nicht-
berticksichtigung des Spins und Vernachlidssigung sonstiger relativistischer Korrekturen bedeutet
Vernachlissigung der Feinstruktur des Spektrums.

54Das Losen dieses Eigenwertproblems wird in allen Lehrveranstaltungen und Lehrbiichern iiber die
Mathematischen Methoden der Theoretischen Physik und in allen Quantenmechanik-Lehrbiichern
ausfiihrlich behandelt.

Das diskrete Spektrum entspricht den gebundenen Elektron-Proton-Zustinden, also dem Wasser-

stoffatom, das kontinuierliche Spektrum entspricht den Elektron-Proton-Streuzustinden.

55Siehe Anhang A von Grau, D.: Ubungsaufgaben zur Quantentheorie, http://www.dietrich-grau.at/
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4.7 Darstellung der Observablen durch Hilbertraum-Operatoren

Systeme mit einem Spin-%-Teilchen in drei Raumdimensionen

Den fundamentalen Observablen Teilchenort g, Teilchenimpuls p, Teilchenspin 8 werden
die folgenden Operatoren zugeordnet:

r O
£F— T r :( ), (4.199)
0O r
3 iy 0 (4.200)
— = , .
i - . 0 —ihV
N . h,
8 — § S = 50 (4.201)

mit den Paulimatrizen

) 0 1 ) 0 —i A 1 0 (4202
O,y = 5 g, = 5 g, = . .
x 1 0 o i 0 z 0 —1

Der Spin ist ein so genannter ,,innerer Freiheitsgrad“ der Teilchen. Da er kein klassisches
Analogon besitzt, kann man den entsprechenden Operator nicht durch Ubersetzen
erhalten, sondern es muss ein eigenstdndiges Postulat eingefiihrt werden.

Wir schreiben die Wirkung fiir zwei von diesen neun Operatoren, und zwar fir y und

gy, ausfiihrlich an:
(JA} u)(r) — ( y 0 )(u+(")> _ (yu+(r)) , (4.203)

0 y/\u(r) yu_(r)
. (0 i u,(r) B —iu_(r)
G "(i 0)(u_<r>)‘( iu+<r>)' 4209

Die fundamentalen Vertauschungsheziehungen lauten:

[ﬁjaﬁk] = ® > [ﬁ]’ ﬁk] = (D > [5&]’ pk] = lhajkﬂ-’
(4.205)
0

0, [0j:8k] =0, [5,8,] =ihs, und zyklisch.

Wie man sieht, wurde der Spinoperator so konstruiert, dass seine Komponenten diesel-
ben Vertauschungsbeziehungen erfiillen wie die Komponenten des Bahndrehimpuls-
operators (siehe Gl. (4.190)).
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Ein Beispiel fiir eine Funktion der fundamentalen Operatoren #, p, § ist der Hamilto-
noperator fir die ,,Relativbewegung® des Wasserstoffatoms bei Berticksichtigung des
Spins, aber unter Vernachldssigung sonstiger relativistischer Korrekturen:

I-§. (4.2006)

~2 2
~ e
H=:p——T+
m r

[\

Siehe dazu die Aufgabe Q10.

Systeme mit N spinlosen Teilchen in drei Raumdimensionen

Den fundamentalen Observablen g, Pq» a = 1,2, ..., N, werden die folgenden Operatoren
zugeordnet:

fa — Fqi Tqi=Tq, (4.207)
Po — Pa:  Pai=—ihV,. (4.208)
Ausfihrlich angeschrieben:
(Pau)(ry, ..., ¥N) = rou(ry,...,ry), (4.209)
(Pau)(ry, ..., rN) = —ihVau(ry, ..., rN). (4.210)

Die fundamentalen Vertauschungsbeziehungen lauten:

N N

[Xajs%pk] =0, [Paj Borl = 0,  [Raj Dor] = if8ap 0 1. (4.211)

Als Beispiel fiir eine Funktion der fundamentalen Operatoren #,, p, schreiben wir fir
den Fall N = 2 den Hamiltonoperator fiir das Heliumatom ohne Beriicksichtigung des
Spins, ohne sonstige relativistische Korrekturen und unter der Annahme eines ruhenden
Kerns unendlicher Masse an:

A pt p; 2% 22 L€
- 2me 2me 1 ) |1 — 7
(4.212)
h? h? 2e2 2e? e?
= — Al — AZ - = _ =
2me 2me r ry |rp — 1y
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4.8 Messungen und Umpraparationen

3. Grundgesetz: Messung einer Observablen A
(determinative Messung, nichtreproduzierbare Messung)
(t ,fest)

Y sei der Zustandsvektor einer reinen Gesamtheit zu einem bestimmten
Zeitpunkt, gefragt ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass man bei einer
Messung der Observablen 2 zum betreffenden Zeitpunkt einen Messwert
aus einer gegebenen Teilmenge 7(A ) des Messwertspektrums von ¥ findet.

Symbolisch dargestellt:

B
v Ja
N Nein N = NW

A: Messwert aus
7(A) C o(A)?

Messung = Filterung + Selektion + Zihlung

(a): Dem Messapparat wird der Projektionsoperator

b=Y B+ / db(a) (4.213)
n:a,et(A) act(d)

zugeordnet.
(b): Fir die gesuchte Wahrscheinlichkeit gilt

W = ||Py|?. (4.214)

Bemerkungen:

1. Ersetzt man in Gl. (4.214) ¢ durch e¥3, y € [0,27) (konstant), so dndert dies W
nicht (Konsistenz des 3. Grundgesetzes mit dem 1. Grundgesetz).

2. Wegen der Selbstadjungiertheit und Idempotenz von P kann man statt |[P1||> auch
(¥, Py ) schreiben.

3. In Gl. (4.213) ist das Integral (die Summe) wegzulassen, falls das Spektrum von A
rein diskret (rein kontinuierlich) ist.

4. Spezialfall: Wahrscheinlichkeit W,,, bei einer Messung von 2 einen diskreten Mess-
wert a, zu finden
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Mit 7(A) = {a,} folgt P = P,,, und man erhilt (s. Gl. (4.129))

En
W = 180112 = D) Kt )2 (4.215)
v=1

Ist der Eigenwert a, nicht entartet (g, = 1), so vereinfacht sich dies weiter zu
Wy = K, )2 (4.216)

5. Spezialfall: Wahrscheinlichkeit W, ,(a), bei einer Messung von 2 einen Messwert
aus dem Intervall I = (a — 5%, a + 5*) zu finden®®

Analog zu Punkt 4 erhilt man

a+32 a+22 o)
~ 2
W@ = | [ap@ = [do' Y mapdp @217
a—% a—%l a’=1

und falls alle Eigenwerte a’ aus diesem Intervall einfach sind
a+5t
Wia@) = [ dal G P, (4.218)

a3

Da Aa (endlich) beliebig klein gewéhlt werden kann, bezeichnet man die Grofse

g(a)
W(a) = D tga P (4.219)
a=1
bzw. (im Falle g(a) = 1)
W(a) = uq, )P (4.220)

als Wahrscheinlichkeitsdichte fir die Observable %, und man sagt (, Kurzsprechwei-
se“), W(a)da sei die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung von 2 einen Messwert
aus da um a zu finden, obwohl ein Messapparat stets nur die Feststellung ermog-
licht, dass ein Messwert in einem bestimmten endlichen Intervall liegt.

6. Das 3.Grundgesetz liefert nur Aussagen fiir die Messung einer einzigen Obser-
vablen. Entsprechende Aussagen flr die Messung eines Satzes von mehreren
(vertraglichen) Observablen werden wir spater aus dem 3. Grundgesetz im Verein
mit dem 4. Grundgesetz ableiten.

56Es muss natiirlich [ € ak(A) gelten. Die (abgesehen von der gerade genannten Einschridnkung) belie-
big vorgebbare Grofse aa darf nicht mit der Unbestimmtheit Aa der Observablen 2 von Gl. (4.264)
verwechselt werden, welche ein Mafs fiir die Breite der Wahrscheinlichkeitverteilung darstellt.

286



4.8 Messungen und Umprdparationen

10.

. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung von % irgendeinen Wert aus o(A) zu

erhalten, muss natiirlich eins sein. Dies ist durch die Vollstindigkeitsbeziehung von
Gl. (4.137) und die im 1. Grundgesetz erhobene Forderung ||¢|| = 1 gewéhrleistet.>”

Die Tatsache, dass man von der Messung der Observablen 2 zur Zeit t spricht,
bedeutet nicht — wie oft filschlich behauptet wird —, dass der Messprozess selbst
nur ,unendlich kurze Zeit“ beanspruchen darf. Messung der Observablen A zur
Zeit t bedeutet lediglich, dass durch den Messprozess der Observablen % fiir den
Zeitpunkt t ein Wert aus 7(A) zugeordnet wird.>® Wir haben deshalb im Titel des
3.Grundgesetzes das Wort fest unter Anfihrungszeichen gesetzt.

Das 3. Grundgesetz stellt eine Verallgemeinerung der bornschen Interpretation
von [(x)|? = |{uy, ¥ )|? auf beliebige Observablen beliebiger Systeme (Systeme mit
beliebig vielen rdumlichen und Spin-Freiheitsgraden) dar.

Falls die Observable 2 ein rein diskretes Messwertspektrum {a;, a,, ...} besitzt,
kann man die Messung von A so durchfiihren, dass man die im Experiment unter-
suchten 4" Systeme vollstindig nach ihren Werten von % ,,auffachert” und zihlt,
fir wie viele Systeme sich der Messwert a; bzw. der Messwert a,, ... ergibt.

Symbolisch dargestellt:
N =N
Sl =AW,

_lp__,e/’a//

Messung = vollstindige Filterung + Zahlung

Aus den Zahlraten A7, N5, ...,

&n
M= NP2 = N s )2,
=1

kann man dann fiir die Observable 2 einen Mittelwert und eine mittlere quadrati-
sche Abweichung vom Mittelwert berechnen. Wir werden uns mit diesen Grofsen in
Abschnitt 4.10 néher befassen.

57Die Forderung ||| = 1 wurde im 1. Grundgesetz nur gestellt, damit die anderen Grundgesetze eine mog-
lichst einfache Form annehmen. Hétten wir diese Forderung nicht gestellt, so hitten wir beispielsweise
im 3. Grundgesetz anstelle von Gl. (4.214) W = ||131,b||2/||1,b |2 postulieren miissen. Analoge Anderungen
miisste man auch bei den weiteren Grundgesetzen vornehmen.

587ur Frage der Bedeutung des Zeitparameters in der Quantenmechanik, insbesondere im Zusammen-
hang mit Praparationen, Umpréiparationen und Messungen, s. G. Ludwig: Einfithrung in die Grundlagen
der Theoretischen Physik, Bd. 3, X1 § 1, XIII § 5, Vieweg, Braunschweig 1984.
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Systeme mit einem spinlosen Teilchen in einer Raumdimension

Aus Gl. (4.220) folgt wegen Gl. (4.153b) und Gl. (4.158b)

W) = Kux, ) = [p(0)I%, (4.221)

W(p) = Kup, )2 = [P(p)?. (4.222)

Das Absolutquadrat der Zustandsfunktion (x) liefert die Wahrscheinlichkeitsdichte fir
den Teilchenort, d. h. die~ Antreffwahrscheinlichkeitsdichte, das Absolutquadrat ihrer
Fouriertransformierten 3(p) liefert die Wahrscheinlichkeitsdichte fir den Teilchenim-
puls.

Fir die spezielle Zustandsfunktion 1 von Gl. (4.92) erhéalt man (s. Aufgabe Q11)

2

~ 1 D i
P(p) = ——= exp|—535 — = Pa|. (4.223)
/roc\ﬁ_r [ 2h2a2  h ]
Aus Gl. (4.92) und GI. (4.223) folgt
W(x) = % exp[—a?(x — a)?], (4.224)
2
W(p) = — exp[—hfaz]. (4.225)

hoc\/7_r

Die Normierung von ¢ auf eins (s. Gl. (4.91)) gewéhrleistet

fdx W(x) = fdp W(p) =1. (4.226)

R R

Beispiel: Linearer harmonischer Oszillator mit Kraftzentrum im Ursprung

Nehmen wir nun an, die Zustandsfunktion ¢ von Gl. (4.92) beschreibe zu einem be-
stimmten Zeitpunkt eine Gesamtheit linearer harmonischer Oszillatoren. Dabei sei a in
Gl. (4.92) dieselbe Grofde wie in Gl. (4.61).5° Wie grofd ist dann die Wahrscheinlichkeit
dafir, bei einer Messung der Energie eines Oszillators dieser Gesamtheit zum betref-
fenden Zeitpunkt den Messwert E, = (n + 5)#aw, (n fest) zu finden? Die Antwort lautet:
Nach Gl. (4.216) gibt W,, = [(u,,% )|*> mit der (auf eins normierten) Energieeigenfunktion
u, von Gl. (4.177) und der (auf eins normierten) Zustandsfunktion ¢ von Gl. (4.92) die

59%Was dies physikalisch bedeutet, wird auf Seite 293 besprochen.
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gesuchte Wahrscheinlichkeit. Es gilt also W, = |c,|* mit

6 = ()= f dx () ()

R
1 a a2
= o \/_E D!dx exp{—7 [(x —a)* + xz]}Hn(ocx) (4.227)
N e Loy g2
Bl 2nnl T Di[dg eXp{ 2 [(5 aa)” + g ]}Hn(“;:)

Berechnet man das Integral, so findet man (siehe Aufgabe Q12)
n

¢, = (aa)
\ 2" n!

und damit ergibt sich flr die gesuchte Wahrscheinlichkeit

exp[—#] , (4.228)

- SIS o] @229

Durch Einsetzen von Gl. (4.229) verifiziert man leicht die Beziehung

n

o0
> W, =1. (4.230)
n=0

Hétte man anstelle von ¢(x) Gl. (4.92) die Funktion ¢(x) Gl. (4.93) als Zustandsfunktion
verwendet, so hitten sich fir W(x), W(p) und W,, dieselben Ausdriicke ergeben.

Die Funktion % Gl. (4.92) kann nach dem Entwicklungssatz (4.179a), (4.179b) in der
Form

P(x) = i CnlUp(x) (4.231)
n=0

entwickelt werden, wobei die Entwicklungskoeffizienten ¢,, durch Gl. (4.228) und die
Entwicklungsfunktionen u,, durch Gl. (4.177) gegeben sind.

Siehe die Aufgabe Q13.

Im Zusammenhang mit obigem Beispiel drangen sich folgende Fragen auf:

+ Wie muss man eine Gesamtheit praparieren, damit ihre Zustandsfunktion unmit-
telbar nach der Préparation durch ¢(x) Gl. (4.92) mit o gemafs Gl. (4.61) gegeben
ist?

« Durch welche Zustandsfunktion wird die neue Gesamtheit charakterisiert, die man
aus der durch 3 charakterisierten Gesamtheit durch eine praparative Messung von
$ und Selektion der Systeme mit einem bestimmten Messwert, etwa E,, erhilt?
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4. Grundgesetz: Umpraparation beziiglich einer Observablen %
(priaparative Messung, reproduzierbare Messung)
(t ,fest”)

1 sei der Zustandsvektor einer reinen Gesamtheit zu einem bestimmten
Zeitpunkt, gefragt ist der Zustandsvektor jener neuen reinen Gesamtheit,
welche man durch eine Umpréparation zum betreffenden Zeitpunkt erhélt,
bei der man Systeme mit einem Messwert aus einer gegebenen Teilmenge
7(A) des Messwertspektrums von 2 auswahlt.

Symbolisch dargestellt: _
P

,¢ Ja ,¢r

Nein

A: Messwert aus
7(A) C o(A)?

Umpréaparation = Filterung + Selektion

(a): Dem Préaparationsapparat wird der Projektionsoperator

P= > B + fdﬁ(a) (4.232)

n:a,et(A) aertd)

zugeordnet.
(b): Eine neue Gesamtheit wird nur unter der Voraussetzung 131,0 +0
erzeugt. Fiir den gesuchten Zustandsvektor gilt

P
P = — ¥ ) (4.233)
P9
Bemerkungen:
1. Statt Umpréaparation sagt man oft auch ,, Zustandsreduktion® oder ,,Reduktion der
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Wellenpakete®. Es gibt im Zusammenhang mit diesem Projektionspostulat viele Miss-
interpretationen, hauptsédchlich dadurch, dass man den Zustandsvektor als Grofse
interpretiert, welche den ,,physikalischen Zustand® eines Einzelsystems beschreibt,
und deshalb die sprunghafte Anderung des Zustandsvektors als sprunghafte reale
Anderung an einem Einzelsystem interpretiert.

Die Voraussetzung Py # 0 bedeutet mathematisch, dass der Zustandsvektor 1
nicht zu jenem Teilraum von 94 orthogonal sein darf, in den P projiziert. Nach
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dem 3. Grundgesetz ist dann die Wahrscheinlichkeit fiir die ,,Antwort Ja“ von null
verschieden, und die neue Gesamtheit setzt sich aus 4 = 4 ||P¢|? Systemen
zusammen, wenn die urspriingliche Gesamtheit .#" Systeme umfasste.®® Im Falle
P13 = 0 gibt es daher gar keine neue Gesamtheit (4" = 0).

3. Der Zustandsvektor ¢’ jener neuen reinen Gesamtheit, die sich aus den Systemen
zusammensetzt, welche auf die gestellte Frage ,,mit Ja geantwortet haben®, ist im
wesentlichen durch P, also durch die Komponente von ¢ in dem zur Antwort
,Ja“ (zum Eigenwert 1 von P) gehérigen Teilraum von 94, gegeben. Der zusitzliche
Faktor rihrt von der Normierungsforderung des 1. Grundgesetzes her: ¢’ muss
als Zustandsvektor gemafs ||¢’|| = 1 normiert sein.

4. Zut ,fest” siehe Punkt 8 der Bemerkungen zum 3. Grundgesetz.
5. Ist7(A) = 0(A), so gilt P = 1 und es folgt ' = ¢, ¥/ = N

6. Umprédparationen beziiglich eines Satzes von mehreren (vertrdglichen) Observa-
blen werden wir im Abschnitt 4.13 behandeln.

7. Spezialfall: Der Operator A besitze einen nicht entarteten diskreten Eigenwert
a,. Unter der Voraussetzung, dass der Zustandsvektor ¢ zum zugehorigen Eigen-
vektor u,, von A nicht orthogonal ist ((u,,,) # 0), betrachten wir die folgende
Umpréaparation: ~

P

,¢ Ja ,¢r

Nein

A: Messwert a,,?
gn=1
(nfest, a, € g4(A))

Mit dem Projektionsoperator P = P, = (u,, . )u,, folgt dann Py = (u,,® u, und
IPPI? = Kun, P)I? also

)
Y= )

Der Zustand ist dann also unabhiingig von i (,verlorenes Geddchtnis®). Das bedeutet
aber, dass nach der Umpréiparation auch dann eine reine Gesamtheit mit dem
Zustandsvektor u,, vorliegt, wenn vor der Umpraparation irgendwelche Systeme
der betrachteten Art vorlagen, iiber deren Vorgeschichte man nicht einmal etwas

= e"u, = u, (siehe das1.Grundgesetz).

60Dije gedachten Gesamtheiten des Theoretikers enthalten immer unendlich viele Systeme, im Experiment
werden sie anndhernd durch tatsidchliche Gesamtheiten von hinreichend vielen Systemen verwirklicht.
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wissen muss.®! Man bezeichnet die Umpréparation in diesem Falle daher als Prd-
paration. Diese Praparation ist vollstindig, weil sie eine reine Gesamtheit (einen
Zustandsvektor) festlegt. Wir haben damit das erste Beispiel einer vollstindigen
Praparation kennen gelernt.

Spezialfall einer vollstandigen Préiparation:

B
? Ja Y=Up
? Nein N

A: Messwert a,,?
gn=1
(n fest, a, € o4(A))

Préparation = Filterung + Selektion

Ob & # 0 ist, muss man durch einen ,Vorversuch” klaren, bei dem man einen
Zahler hinzunimmt, mit dessen Hilfe man 4" misst.

Im gegebenen Fall nennt man den Observablensatz {2} (Satz mit einer einzigen Ob-
servablen) vollstindig beziiglich des Messwertes a,, (n fest). Sind alle Eigenwerte von A
diskret und nicht entartet, so kann man einen Praparationsapparat bauen, der je
nach Einstellung eine reine Gesamtheit mit dem Zustandsvektor u; (also Systeme
mit dem Wert a; von ) oder eine reine Gesamtheit mit dem Zustandsvektor u,
(also Systeme mit dem Wert a, von ) ... herstellt, wobei durch die verschiede-
nen Einstellungen des Apparates ein vollstindiges Vektorsystem ,,iiberstrichen®
wird. {2} wird dann als vollstindiger Observablensatz (an sich) mit rein diskreten
Messwerten bezeichnet.

Im Allgemeinen — insbesondere bei Systemen mit mehreren Freiheitsgraden —
reicht die Praparation beziiglich einer einzigen Observablen nicht aus, um eine
reine Gesamtheit herzustellen (einen Zustandsvektor festzulegen). Man muss dann
geeignete Sdtze von (vertriglichen) Observablen mit mehr als einer Observablen
heranziehen (s. die Abschnitte 4.13 und 4.15).

Beispiel: Linearer harmonischer Oszillator mit Kraftzentrum im Ursprung

Wir kénnen nun die beiden Fragen von Seite 289 beantworten. Die Zustandsfunktion
P(x) Gl. (4.92) mit a geméfs Gl. (4.61) hat die mathematische Form der Grundzustands-

61Eskann sich z. B. um eine gemischte Gesamtheit handeln, die man zuvor selbst durch eine unvollstindige
Praparation hergestellt hat, oder um Systeme, an denen eine vollstindige Praparation durchgefiihrt
wurde, von der man aber keine oder keine genaue Kenntnis hat.
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funktion eines linearen harmonischen Oszillators mit Eigenfrequenz w, und Kraftzen-
trum an der Stelle x = q, d. h. sie ist Eigenfunktion des Operators

~AD 2

vy .. P MPp . 5
H, := > > (X —al) (4.234)

zum Eigenwert E, = >hw,. Man kann somit eine reine Gesamtheit mit der Zustandsfunk-
tion ¢(x, ty) = P(x) priaparieren, indem man zum Zeitpunkt ¢, eine priparative Messung
der Observablen $, durchfiihrt und die Systeme mit dem Messwert E, = ; A, selektiert.
(Siehe dazu die symbolische Darstellung auf der nidchsten Seite.) Als experimentelle
Vorgangsweise kann man sich dazu vorstellen, dass man eine beliebige Gesamtheit von
Oszillatoren mit Kraftzentrum an der Stelle x = a ,nimmt*, an diesen zum Zeitpunkt ¢,
eine praparative Energiemessung durchfiihrt, alle Oszillatoren, die in ihrem Grundzu-
stand ,, angetroffen“ werden, als neue Gesamtheit wahlt, und bei diesen ,,pl6tzlich“ das
Kraftzentrum an die Stelle x = 0 verschiebt, sodass der Hamiltonoperator fiir t > ¢, nicht
durch H, Gl. (4.234), sondern durch

— X? (4.235)

gegeben ist (,plétzliche” Anderung des Hamiltonoperators). Fiir t > t, hat man dann
Oszillatoren mit Kraftzentrum im Ursprung.

Nehmen wir nun an, an der zum Zeitpunkt t,_ = t, — € durch vollstdndige Praparation
hergestellten reinen Gesamtheit mit der Zustandsfunktion (x, t,_) = ¥(x) Gl. (4.92)
werde unmittelbar darauf, d. h. zum Zeitpunkt ty, = t, + ¢, eine Filterung bezuglich der
Energie $ durchgefiihrt, und Oszillatoren mit der Energie E, = ;#%aw, selektiert. Man
erhilt durch diese Umpréaparation eine neue reine Gesamtheit mit der Zustandsfunktion

2
P'(x) = up(x) = /% exp[—@]. (4.236)

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Oszillator diese Energieauslese ,,passiert®, ist nach
Gl. (4.229) 2.2
W, = exp[—% . (4.237)
Fihrt man unmittelbar nach dieser praparativen Messung von § eine determinative
Messung von $ durch, so findet man wegen

Wy = Kup, PO = [ty uo )|* = 8o (4.238)

(wie erwartet) mit der Wahrscheinlichkeit eins den Messwert E,,. Allgemein: Durch eine
Praparation wird den Systemen ein bestimmter Wert einer Observablen (ein bestimmter
Satz von Werten eines Observablensatzes) zugeschrieben. Testet man die Systeme un-
mittelbar nach der Praparation durch eine Messung, so muss sich fiir die Observable
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(fiir den Observablensatz) dieser Wert (dieser Satz von Werten) mit Sicherheit ergeben
(Konsistenz des 4. Grundgesetzes mit dem 3. Grundgesetz).

Symbolisch dargestellt sieht das besprochene Experiment folgendermafsen aus:

‘ / N W
_2_ Ja W Ja 10: ‘/EO/ O
% Nein % Nein : :

Ey .
? N N W, .
$q: Messwert $: Messwert )
E() = %ha)o‘? EO = éha)o‘?
vollstindige Umpriparation Messung
Praparation (mit vollstandiger
(W aus ,Vorversuch®) Filterung)

Wie wir in Abschnitt 4.11 sehen werden, miissen dabei Pridparation, Umpraparati-
on und Messung zeitlich gar nicht unmittelbar nacheinander durchgefiihrt werden, da
es sich um so genannte stationdre Zustinde handelt, fiir die sich an den Wahrschein-
lichkeiten auch nichts dndert, wenn man zwischen den Eingriffen jeweils langere Zeit
verstreichen lasst. Wir haben deshalb in der symbolischen Darstellung des Experimentes
keine ,Messzeitpunkte“ dazugeschrieben. Die Anderung des Kraftgesetzes (Verschie-
bung des Kraftzentrums) muss allerdings zeitlich knapp vor der Umpréparation erfolgen
(siehe den Pfeil in der Abbildung).
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4.9 Quantenmechanische ,,Dynamik®

5. Grundgesetz: ,,Dynamik® (Schrodingergleichung)

¥, sei der Zustandsvektor einer reinen Gesamtheit zu einem bestimmten
Zeitpunkt ¢, gesucht ist der Zustandsvektor ¢, fir t > ¢, unter der Annahme,
dass im Zeitintervall (¢,, t) keine Umpréparationen durchgefiihrt werden.

Der Zustandsvektor 3, wird fur t > t, durch Losen der zeitabhdngigen Schro-
dingergleichung J
Ay, = ih% (4.239)

mit der Anfangsbedingung i,  erhalten. Dabei stellt H den Hamiltonoperator
(Operator zur Gesamtenergie §) fiir die betrachtete Systemart dar.

Bemerkungen:

1. Diese Formulierung der quantenmechanischen ,Dynamik® wird als Schrddinger-
bild bezeichnet. In einer dazu mathematisch dquivalenten Formulierung, dem
Heisenbergbild, wird die Zeitabhdngigkeit vom Zustandsvektor auf die den Obser-
vablen zugeordneten selbstadjungierten Operatoren und Projektionsoperatoren
sabergewalzt®,

2. Die zeitabhédngige Schrodingergleichung erhélt die Norm des Zustandsvektors.
Der Anfangszustand muss nach dem 1.Grundgesetz die Bedingung [[¢; [ = 1
erfiillen. Wie man leicht zeigen kann (s. die Aufgabe Q14), besitzt die Losung der
zeitabhangigen Schrodingergleichung zu einer solchen Anfangsbedingung die fir
einen Zustandsvektor erforderliche Eigenschaft ||¢|| = 1.

3. Die zeitabhangige Schrodingergleichung gewihrleistet den strukturellen korre-
spondenzmaéifsigen Anschluss der Quantenmechanik an die klassische de Broglie-
Schrodinger-Materiefeldtheorie, da sie die abstrakte Verallgemeinerung der beim
»,Rateweg“ aus der klassischen Materiefeldtheorie fiir das quantenmechanische
Einteilchenproblem iibernommenen partiellen Differentialgleichung (4.12) auf
beliebige Systeme (Systeme mit beliebig vielen rdumlichen und Spin-Freiheitsgra-
den) darstellt. (Siehe dazu die weiter unten angefiihrten Beispiele.)

4. Die zeitabhéngige Schrodingergleichung wird als quantenmechanische ,,Bewe-
gungsgleichung® bezeichnet. Die aus ihr errechnete Zeitabhdngigkeit von ¢ be-
schreibt aber nicht den zeitlichen Ablauf eines realen Vorganges bei einem Einzel-
system, sondern lediglich wie sich der ,Informationsspeicher” ¢ einer Gesamtheit
in Abhingigkeit von der Zeitdifferenz zwischen Priaparation (oder Umpréparation)
und einer ins Auge gefassten Messung &ndert. Wir haben deshalb das Wort Dynamik
und das Wort Bewegungsgleichung unter Anfihrungszeichen gesetzt.
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Die folgenden symbolisch dargestellten Experimente sollen den Gebrauch des 3., 4. und
5.Grundgesetzes illustrieren. (Siehe dazu die Aufgabe Q15.)

Experiment 1:

aq /
? wto ¢t| // ‘Né (tl )
——— black box -— Q2 . .
? N : :
A
vollstindige Messung
Préparation (mit vollstindiger
zur Zeit t, Filterung)
(W aus ,Vorversuch®) Zur Zeit t; > ty
Experiment 2:
® ® s
, ay !
——— black box — — Qe : :
? N Nein N
B: Messwert aus A
7(B) C o(B)?
vollstindige Umprdparation Messung
Praparation zur Zeit 7 >t (mit vollstdndiger
zur Zeit t, Filterung)

(W aus ,Vorversuch®) zZur Zeitt; > t

Fiir Systeme mit einem spinlosen Teilchen in einer Raumdimension ist 94 = I[?(R) der
Zustandsraum. Befindet sich das Teilchen in einem konservativen Kraftfeld, so ist der Ha-
miltonoperator durch Gl. (4.166) gegeben, und die zeitabhingige Schrodingergleichung
lautet mit ;(x) = ¥(x,t)

h? 32
"2 30

oY(x,t)
ot -

Diese partielle Differentialgleichung ist mit der Anfangsbedingung v, (x) = ¥(x, ) zu
l6sen.

Allgemein: Schreibt man die zeitabhdngige Schrédingergleichung unter Bentlitzung
der Korrespondenzregeln fiir Systeme mit r raumlichen Freiheitsgraden an, so erhélt

+ V(x)}¢(x, t) = ik (4.240)
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man entweder eine partielle Differentialgleichung in r + 1 Verdnderlichen oder ein Simul-
tansystem von partiellen Differentialgleichungen in r + 1 Verdnderlichen, je nachdem,
ob die Systeme nur die raumlichen Freiheitsgrade oder zuséatzlich noch innere Frei-
heitsgrade (Spin, Isospin) besitzen. Betrachten wir als Beispiel das Heliumatom ohne
Bericksichtigung des Spins, ohne sonstige relativistische Korrekturen und unter der
Annahme eines ruhenden Kerns unendlicher Masse. Es gilt dann r = 6, der Hamilto-
noperator ist durch Gl. (4.212) gegeben, und die zeitabhingige Schrédingergleichung
lautet mit ;(ry, ry) = P(ry, 1y, t)

{ n? h? A 202 2¢? e?

_ A — —— - az:b(rl’rbt)
2me Y 2mg " r, =

}IP(rl,rz,t) = ih—————. (4.241)

Wahrend GI. (4.240) fiir einige spezielle Potentiale exakt gel6st werden kann, 1dsst sich
Gl. (4.241) nicht mehr exakt 16sen, weil sich das Eigenwertproblem des zugehorigen
Hamiltonoperators nicht exakt 16sen l4sst.?

Ganz allgemein gilt: Hangt der Hamiltonoperator eines Systems nicht von der Zeit
ab, was der Fall ist, wenn auf das System keine zeitlich veranderlichen dufseren Kraf-
te einwirken, so kann man in der zeitabhdngigen Schrodingergleichung durch einen
Separationsansatz die Zeitvariable ,,abseparieren“ und man erhélt eine partielle Dif-
ferentialgleichung bzw. ein Simultansystem von partiellen Differentialgleichungen in
den r raumlichen Variablen allein, die so genannte zeitunabhdngige Schrodingergleichung.
Diese ist nichts anderes als das Eigenwertproblem des Hamiltonoperators. Die zeitabhdngige
Schrodingergleichung lasst sich also unter diesen Umstdnden genau dann exakt 16sen,
wenn sich das Eigenwertproblem von H exakt 16sen lisst.

Wir leiten die entsprechende Losung hier nicht mithilfe der Methode der Separation
der Variablen ab, sondern indem wir den Zustandsvektor ¢; nach den Eigenvektoren
von H entwickeln. Zur Vereinfachung der Schreibweise nehmen wir dabei an, dass
der Hamiltonoperator ein rein diskretes Spektrum besitzt, und alle Eigenwerte eine
abzihlbare Vielfachheit haben. Schreiben wir die Lésung des Eigenwertproblems von H
in der Form

Hu,, = E,u,,, n=0,1,2,..., v=1,2,...,8,, (4.242)
so konnen wir fiir ¢, aufgrund des Entwicklungssatzes den folgenden Ansatz machen:
©  gn
Y= Z Z Crv(t) Upy (4.243a)
n=0 v=1
mit ¢y (t) = (Upy, Pi) - (4.243Db)

(Die Zeit spielt bei dieser Entwicklung nur die Rolle eines Parameters.) Die Bestim-
mung der unbekannten Entwicklungskoeffizienten c,,(t) erfolgt mithilfe der zeitabhin-
gigen Schrodingergleichung (4.239) und der Anfangsbedingung. Einsetzen des Ansatzes

62Man ist deshalb beim Heliumatom auf Ndherungsmethoden (Stérungstheorie, Variationsverfahren etc.)
angewiesen.
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(4.243a) in GL. (4.239) gibt

I:Izpt = Zcm)(t)Hunv ZE Cm}(t)unv

nvy»

dwt _ . dcnv(t)
hgr = Lih—g

also

Z [ih dc:i_,,t(t) — Encm,(t)]um, =0.
ny

Wegen der linearen Unabhédngigkeit der Eigenvektoren u,,, folgen daraus fiir die Koeffizi-
enten ¢, (t) die Differentialgleichungen

depy() _
ih —77— = Encnmy(1). (4.244)

Integration dieser Differentialgleichungen mit den Anfangsbedingungen

cnv(to) = (Uny» ¢t0 ) (4.245)

gibt .

Cy(t) = Cpy(ty) e W/MER(t=to) (4.246)
Mit Gl. (4.243a) und den Beziehungen (4.245) und (4.246) folgt fiir die Losung der zeitab-
héngigen Schrédingergleichung zur Anfangsbedingung i;,

Yy = Z( Uny, Pt Yny e~ (/M En(i=to) (4.247)

ny

Von praktischem Nutzen ist diese Entwicklung allerdings nur in den folgenden Fillen:

- Fall1: Die Entwicklung konvergiert sehr rasch, sodass man sie nach wenigen
Termen abbrechen kann. Es macht dann auch nichts aus, falls man die benotigten
(durch r-fache uneigentliche Integrale bestimmten) Grofsen cy, (ty) = (Upy, Py, ) fr
die gegebene Anfangsbedingung i, nur numerisch berechnen kann.

- Fall2: Es lassen sich die Grofsen c,,(fy) = (Uny, Py, ) fur die gegebene Anfangs-
bedingung ¥, fur alle n, v analytisch berechnen, und die unendliche Summe in
Gl. (4.247) lasst sich ausfiihren, d. h. durch einen geschlossenen Ausdruck erset-
zen.

Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung der Gesamtenergie des betrachteten Systems
zum Zeitpunkt t den Messwert E,, zu finden, ist nach dem 3. Grundgesetz durch (siehe
Gl. (4.215))

W, (t) - Z |<unw ¢t>|2 Z |cnv(t)|2 Z |cm)(t0)|2 W, (tO) (4-248)
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gegeben. Die Zeitunabhingigkeit dieser Wahrscheinlichkeit, die fiir eine beliebige An-
fangsbedingung ¥, gilt, hdngt damit zusammen, dass die Energie eines solchen Systems
eine Erhaltungsgrofse ist (s. dazu Abschnitt 4.11).

Beispiel: Linearer harmonischer Oszillator mit Kraftzentrum im Ursprung

Wir wenden nun die allgemeinen Formeln auf den Fall einer Gesamtheit von linea-
ren harmonischen Oszillatoren an. Setzen wir t, = 0, so lautet die Entwicklung der
Zustandsfunktion 1;(x) = ¥(x, t) in diesem Fall

(o]

P(x, 1) = D7 cp(O)un(x)

n=0

cn(t) = (up, P ) = c,(0) e~(W/MEnt )

ea(0) = (1t o) = f dx w5(0) 9(x, 0).
R

Waihlen wir als Anfangszustand ¢(x,0) = ¥(x) Gl. (4.92) mit a geméfs Gl. (4.61), so gilt
nach Gl. (4.228)

n 22
¢, (0) = 99 exp[—ﬂ] (4.249)
\/2rn! 4
und somit S, S,
1 raca“n a“a
Wa(t) = Wa(0) = — T] exp ‘T]’ t>0. (4.250)

Die Losung der zeitabhidngigen Schrodingergleichung

{ h2 32 mcoo 61,b(x t)

—om g+ }¢( x,t) = ih (4.251)

zur gegebenen Anfangsbedingung nimmt mit den Eigenfunktionen von Gl. (4.59) und
den Eigenwerten von Gl. (4.60) die folgende Form an:

no_ (aa)? (ocx)2 . 1
B(x,t) = Z (@a) 3 a H,,(ax) e~ WM+ )het (4.252)

02" nl 27 n! \/7_T

Die Summation tiber n lisst sich ausfiihren (siehe Aufgabe Q16), und man erhélt

2(x — 2
W(x,t) = /iﬂ exp[_“ (x azcos wot) ]
(4.253)

. C()()t 2 . 2a2 .
xexp[—l<7+cx ax sin wyt — 7 s1n2coot)], t>0.

Daraus folgt insbesondere die Antreffwahrscheinlichkeitsdichte

W(x, 1) = [p(x,1)> = — exp[—a?(x —acoswpt)?], t>0. (4.254)

ﬁ
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Die Berechnung der Fouriertransformierten ¢(p, t) von 1(x, t) ist elementar, aber lang-
wierig (siehe Aufgabe Q17). Das Ergebnis lautet

~ B 1 (p + ha?a sin wyt)?
.0 =~ exp| -2+ MPa s

v how/m (4.255)

ot pa 252
X eXp [—1(6070 + % oS wyt + % sin 2a)0t)] :

Damit ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung beztiglich des Impulses des
Oszillators

— WP = — [_
W(p,t) = [{(p, 1) hay exp
Wahrend die Wahrscheinlichkeitsverteilung beziiglich der Energie des Oszillators fiir
eine beliebige Anfangsbedingung zeitunabhédngig ist, sind die Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen beziiglich des Ortes und des Impulses des Oszillators fiir die vorgegebene
Anfangsbedingung zeitabhingig. Mit der Interpretation der erhaltenen Ergebnisse be-
fassen wir uns im nachsten Abschnitt.
Lose die Aufgaben Q18, Q19.

(p + ha’a sin wyt)?
n2a2

], t>0. (4.256)

4.10 Mittelwert und Unbestimmtheit einer Observablen

In der mathematischen Statistik fiihrt man zur Kennzeichnung einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung deren Momente ein. Fir die Quantenmechanik sind die folgenden Mo-
mente wichtig: das Moment 1. Ordnung, der Mittelwert bzw. Erwartungswert®®; das Moment
2.0rdnung, der Mittelwert des Quadrates; das Moment 2. Ordnung beziiglich des Mittel-
wertes, die so genannte mittlere quadratische Abweichung vom Mittelwert oder Varianz.
Die Wurzel aus der letzteren Grofde wird Standardabweichung vom Mittelwert genannt,
in der Quantenmechanik sind dafir die Bezeichnungen Unbestimmtheit oder Unschdrfe
tiblich. Obwohl diese Bezeichnungen missverstindlich sind, werden wir sie bentitzen,
weil sie sich derart eingebtirgert haben, dass sie ,,unausrottbar” geworden sind. Es muss
aber betont werden, dass die quantenmechanischen Unbestimmtheiten auf dem Boden
der Standardinterpretation nichts anderes darstellen als die statistischen Streuungen der
Messwerte fir Einzelsysteme bezliglich des Mittelwertes in der Gesamtheit. Sie haben
nichts mit Messungenauigkeiten zu tun und werden in der Standardinterpretation auch
nicht als ,Unbestimmtheit“ bei einem Einzelsystem interpretiert.®4

63Beachte: Der Erwartungswert ist nicht der Wert, den man als Ergebnis einer Messung ,erwartet®. Was
man als Ergebnis einer Messung ,erwartet”, ist ein Wert aus dem Messwertspektrum der Observablen.
Der Erwartungswert muss aber gar nicht zum Spektrum gehoren. Ich ziehe deshalb die Bezeichnung
Mittelwert vor.

64Wir kommen auf die Frage der Interpretation der Unbestimmtheiten im Zusammenhang mit den hei-
senbergschen Unbestimmtheitsbeziehungen in Abschnitt 4.14 zuriick.
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Betrachten wir einen festen (nicht ndher spezifizierten) Zeitpunkt, so bezeichnen
wir den Zustandsvektor mit ¢ und schreiben far Mittelwert®®, Mittelwert des Quadrates
und Unbestimmtheit der Observablen % in diesem Zustand (A ), (A2) und Aa. Da diese
Grofien auch vom betrachteten Zustand abhingen, miisste man eigentlich (A e (A2 )
und (Aa)y schreiben. Solange man aber nicht die Momente fir verschiedene Zustinde
vergleicht, lasst man die Angabe des Zustandes in den Symbolen fiir die Momente weg.
Interessieren wir uns fir die ,,Dynamik® so bezeichnen wir den Zustandsvektor mit
¥, und schreiben fir Mittelwert, Mittelwert des Quadrates und Unbestimmtheit der
Observablen % in diesem Zustand (A ),, (A2), und (Aa),.

Da man vom Mittelwert, vom Mittelwert des Quadrates und von der Unbestimmtheit der
Observablen % spricht, wire es besser (2 ), (22) und A% zu schreiben. Wir bleiben aber bei den
tblichen Bezeichnungen.

Der Einfachheit halber betrachten wir zuerst eine Observable % mit rein diskretem
Spektrum (Typ (c), endlich viele oder abzihlbar unendlich viele Eigenwerte). Fir den
als Moment 1. Ordnung der diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung W,, definierten
Mittelwert der Observablen 2 in der Gesamtheit mit dem Zustandsvektor 3 gilt dann

<A> = Z a, Wy, (4.257)
n:anead(A)
mit A A
Wo = (1P 91? = (. Pa¥p). (4.258)

Mithilfe der Spektralform des Operators A (s. Gl. (4.143)) kann man diesen Ausdruck
folgendermafien umformen:®®

<A> =Zaan =Zan<¢’pn¢> =<¢’Zanﬁn¢>= <¢’A¢> (4.259)

Man sieht nun, wo die in der Quantenmechanik tibliche Schreibweise fiir den Mittelwert herriihrt.
Beachte: Um den Mittelwert geméfs Gl. (4.257) berechnen zu kénnen, muss man zuerst das
Eigenwertproblem von A 16sen, da man die Eigenwerte a, und die zugehorigen Eigenvektoren u,,
bzw. die Projektionsoperatoren 13n benoétigt. Kennt man diese Grofden, muss man die Wahrschein-
lichkeiten W, berechnen und hierauf den Wert der Summe (4.257) bestimmen.®” Verwendet
man dagegen den letzten Ausdruck in Gl. (4.259), so muss man ,,nur* ein uneigentliches Integral
berechnen.®8-%9 Analoges gilt fiir die Berechnung des Mittelwertes des Quadrates und die Berech-
nung der Unbestimmtheit. Sind nur Momente der Wahrscheinlichkeitsverteilung gefragt, nicht
aber die Wahrscheinlichkeitsverteilung selbst, so wird man die Wahrscheinlichkeitsverteilung

65Beim Rateweg haben wir den Mittelwert der Observablen 2 mit A bezeichnet.

%6Aus typografischen Griinden schreiben wir voriibergehend nur Zn. Das Vertauschen von Summati-
on und Bildung des inneren Produkts ist aufgrund der mathematischer Eigenschaften des inneren
Produkts eines Hilbertraumes auch dann ,erlaubt”, wenn es sich um eine unendliche Summe handelt.

67Handelt es sich um eine unendliche Summe, kann es vorkommen, dass diese divergiert. Man sagt dann,
der Mittelwert sei unendlich.

%8Die Anfiihrungszeichen beim Wort nur beziehen sich darauf, dass sich ein r-faches uneigentliches
Integral auch numerisch nur fiir niedrige Werte von r berechnen lasst.

%9Das Integral kann natiirlich auch divergieren (unendlicher Mittelwert).
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i. Allg. nicht berechnen, sondern gleich die einfachen Formeln fiir die Momente beniitzen, da
man sonst zuerst Information mithsam erarbeitet, die man nachher wieder teilweise ,,vernichtet”.
Die Formel

(A)=(9,A9) (4.260)

gilt fiir beliebige Observablen, d. h. bei beliebigem Spektrum o(A). Besitzt % beispielsweise
das rein kontinuierliche Spektrum o(A) = o (A) = R (Typ (a) von Abb. 4.1, Seite 267), so
hat man anstelle von GI. (4.259)

<A>=faW(a)da=fa<¢,dﬁ<a)¢>=<¢,/adﬁ<a>zp>=<¢,A¢>. (4.261)
R

R R

Wir hatten die Rechnung nattirlich gleich fiir eine allgemeine Observable 2 anschreiben
koénnen. Ausgehend von der Definition des Mittelwertes als Moment 1. Ordnung

(A) = Z a,W, + faW(a)da (4.262)

n: anead(A)

acog(A)

waren wir dann mit den Beziehungen fiir die Wahrscheinlichkeiten W,, und die Wahr-
scheinlichkeitsdichte W(a) und mit der Spektralform (4.141) gleich allgemein zur Formel
(4.260) gelangt.

Ist ¥ der Zustandsvektor einer Gesamtheit fiir einen bestimmten Zeitpunkt, so gilt
nach dem 3. Grundgesetz flir die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung der Observablen
2 an einem System der Gesamtheit zum betreffenden Zeitpunkt einen Messwert aus der
Teilmenge 7(A) des Messwertspektrums von 2 zu finden, die Beziehung (4.214), wobei
der entsprechende Projektionsoperator durch Gl. (4.213) gegeben ist. Wie die Formel
(4.260) zeigt, kann diese Wahrscheinlichkeit W als Mittelwert einer Observablen P aufgefasst
werden, welche durch den Operator P reprisentiert wird und das Messwertspektrum

{1,0} besitzt: . . .
W = ||Py|? = (,PY)=(P). (4.263)

Dem Messwert 1 (0) von B entspricht die Antwort , Ja (Nein), der Messwert von 2 liegt
(liegt nicht) in 7(A)“. — Da man also auch Wahrscheinlichkeiten als Mittelwerte interpre-
tieren kann, kommt dem Begriff des Mittelwertes in der Quantenmechanik fundamentale
Bedeutung zu. Wenn wir beispielsweise im nidchsten Abschnitt die zeitliche Anderung
von Mittelwerten untersuchen, schliefdt dies automatisch die Untersuchung der zeitli-
chen Anderung quantenmechanischer Wahrscheinlichkeiten ein.

Fir den Mittelwert des Quadrates der Observablen % in der Gesamtheit mit dem Zu-
standsvektor 3 gelten vollkommen analoge Beziehungen wie fiir den Mittelwert der
Observablen ¥, es sind lediglich die Eigenwerte a,, bzw. a und der Operator A durch ihre
Quadrate zu ersetzen.
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4.10 Mittelwert und Unbestimmctheit einer Observablen

Die Unbestimmtheit Aa der Observablen % in der Gesamtheit ist durch

Aa=~/((A- (A1) (4.264)

definiert. Wegen”°
((A—(A)1)?) = (A2 = 2(A)A + (A)*1)
=(A2)—2(A2+ (A) (4.265)
= (A%)—(A)

kann man fir ihre Berechnung die Formel

Aa=+/(A2)—(A)2 (4.266)

benttzen. Es gilt folgende wichtige Aussage:

Satz

Die Unbestimmtheit Aa = (Aa)y einer Observablen % in einer Gesamtheit
mit dem Zustandsvektor 3 ist dann und nur dann null, wenn ¥ Eigenvektor
des der Observablen % zugeordneten Operators A ist.

Beweis:

1.Teil: Aa=0 = 1 Eigenvektor von A

Da A selbstadjungiert und (A ) reell ist, ist auch der Operator A — ( A )fl selbstadjungiert. Es gilt
daher

(Aa)* = (P, (A= (AVL2 ) = ((A—(A) L)Y, (A— (A)1)9) = (A —(A)L) |2

Mit Aa ist daher ||(,21 —(A )]1)1/)” null. Da aber nur der Nullvektor die Norm null besitzt, folgt

daraus R A R R
(A—(A)YD)Yp =06 bzw. A =(A)p.

3 ist also Eigenvektor (und (A ) diskreter Eigenwert) von A.

2.Teil: ¥ Eigenvektor von A = Aa=0

1 sei Eigenvektor von A zu dem diskreten Eigenwert a,, (n fest). Dann ist ¢ auch Eigenvektor von
A2 und zwar zum Eigenwert a2, und es gelten die Beziehungen

(Ay=(P,AP) = ap(P ) = ay, (A% =(pA%Y)=a}(P,P)=ad,

aus denen (Aa)? = (A2)— (A )2 = a2 — a2 = 0 folgt.

7OVergleiche mit der Schreibweise der mathematischen Statistik in den Gleichungen (4.271), (4.276).
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Mathematische Hilfsmittel

Fir die Diskussion der beim Oszillatorbeispiel erhaltenen Ergebnisse bendétigen wir ein paar
Aussagen aus der mathematischen Statistik, die wir ohne Beweise anfiihren. (Die Beweise sind
sehr einfach.) Die Mittelwerte kennzeichnen wir dabei — wie in der Mathematik tiblich — durch
Querstriche, fiir die mittlere quadratische Abweichung vom Mittelwert verwenden wir aber die in
der Quantenmechanik gebrauchliche Schreibweise.

Gaufsverteilung: Die kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilung

w() = 1 exp[—w], § eRY, & € R (fest) (4.267)

Nt 262

der Variablen £ € R wird als Gaufdverteilung bezeichnet. Thre niedrigsten Momente sind gegeben
durch:

f déwé)=1 Gesamtwahrscheinlichkeit (4.268)

R

£ = f déEw(®) = & Mittelwert (4.269)
R

£2 = fdg’ Ew(§) =82+ & Mittelwert des Quadrates (4.270)
R

(AE2 = (E—ER =£2—(6)2= 6% mittlere quadratische (4.271)

Abweichung vom Mittelwert

Poissonverteilung: Die diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung

n
Wy, = % e, LeR* (fest) (4.272)

mit n € Ny wird als Poissonverteilung bezeichnet. Ihre niedrigsten Momente sind gegeben durch:

o0

Z w,=1 Gesamtwahrscheinlichkeit (4.273)

n=0
o0

n= Z nw, =1 Mittelwert (4.274)
n=0

_ o0

n*= Y nfw,=1(A+1) Mittelwert des Quadrates (4.275)
n=0

(An)? = (n—n)? =n?—(n)?>= 1 mittlere quadratische (4.276)

Abweichung vom Mittelwert

Beispiel: Linearer harmonischer Oszillator mit Kraftzentrum im Ursprung

Fir die Zustandsfunktion ¢(x, t) Gl. (4.253) ist sowohl die Antreffwahrscheinlichkeits-
dichte W()gi t) = |¢(x,)|? als auch die Wahrscheinlichkeitsverteilung far den Impuls
W(p,t) = |(p, )|? eine Gauldverteilung (s. GlL. (4.254) und Gl. (4.256)). Durch Vergleich
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4.10 Mittelwert und Unbestimmctheit einer Observablen

mit den Formeln (4.267), (4.269) und (4.271) konnen wir die entsprechenden Mittelwerte
und Unbestimmtheiten unmittelbar ,,ablesen” und wir erhalten fiir den Mittelwert des
Teilchenortes ¢ und den Mittelwert des Teilchenimpulses p

o~
=<
~
-
|

= acos wyt = (X )g COS wyt, 4.277)

(p); = —hatasinwyt = —mwyasinwyt = —mwy{ X )y Sin wyt (4.278)
und fir die zugehoérigen Unbestimmtheiten

(A%, = - "

\/Eoc - 2mawg

ha mhw _
(Ap): = A \ 5 = (@p) = Ap. (4.280)

Die Wahrscheinlichkeitsdichten W(x,t), W(p,t) &ndern im Laufe der Zeit nicht ihre Gestalt,
weshalb insbesondere die zugehorigen Unbestimmtheiten, die ein Mafs fiir die ,,Breiten®
der Verteilungen sind, zeitlich konstant sind. Die Verteilungen verschieben sich im x-
bzw. im p-Raum nach einem harmonischen , Bewegungsgesetz® als ,,starres“ Ganzes. Die
zeitliche Anderung der Mittelwerte von Ort und Impuls erfolgt nach demselben Gesetz wie
die zeitliche Anderung der klassischen Variablen x(t), p(t). (Vergleiche die Beziehungen
(4.277), (4.278) mit den klassischen Beziehungen (4.10), (4.11). Dabei ist in den klassi-
schen Ausdricken x(0) = a, p(0) = 0 zu setzen, da im quantenmechanischen Beispiel
(X)o=a,(p)o = 0gilt)

Man kann zeigen, dass die Mittelwerte von Teilchenort und Teilchenimpuls beim
harmonischen Oszillator fiir beliebige Anfangszustdnde die entsprechenden klassischen
Beziehungen erfiillen (s. Seite 313).

= (Ax)y = Ax, (4.279)

Dagegen ist die Eigenschaft, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir Ort und Impuls
nicht ihre Gestalt &ndern, an die spezielle Anfangsbedingung ¥(x,0) = ¥(x) Gl. (4.92) mit «
Gl. (4.61) gebunden. Der entsprechende Zustand (x, t) Gl. (4.253) wird wegen dieser Eigenschaft
der Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir Ort und Impuls als kohdrenter Zustand des Oszillators
bezeichnet. Fiir andere Anfangsbedingungen &ndern die Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir
Ort und Impuls zeitlich periodisch mit der Periode T = i—’; ihre Gestalt.

Multipliziert man die Unbestimmtheiten (4.279), (4.280) miteinander, so findet man

(Ax); - (Ap)e = (Ax)o - (Ap)o = g : (4.281)

In Abschnitt 4.14 werden wir zeigen, dass fur beliebige Zustinde 1 von Systemen mit
einem Teilchen in einer Raumdimension

Ax-Ap > (4.282)

(ST~
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gilt (heisenbergsche Unbestimmtheitsbeziehung). Wegen der Eigenschaft (4.281) wird
Y(x,t) Gl. (4.253) als (eine) Minimum-Unschéirfenprodukt-Zustandsfunktion bezeichnet.
Fiur die Wahrscheinlichkeitsverteilung beziiglich der Energie $ haben wir fur die
durch ¥(x, t) Gl. (4.253) charakterisierte Gesamtheit von Oszillatoren die zeitunabhangi-
ge Poissonverteilung W,, Gl. (4.250) erhalten. Durch Vergleich mit Gl. (4.272) sehen wir,

dass
_a’a® _ mwya?

A== = 2h
gilt, und es folgt nach elementarer Rechnung (s. Aufgabe Q20)

(4.283)

2.2
(A1), = (H)o = (A+ 3 )hwg = 700 4+ ~hwy = V(a) + 5 hwo = (H),  (4.284)
2 2 2 2
(AE), = (AE)y = VAhwy = 22 oy = 4 /% ahw, = AE. (4.285)

Die Zeitunabhéngigkeit der Wahrscheinllchkeitsverteilung fiir die Energie — und damit die
Zeitunabhéngigkeit aller zugehorigen Momente — rithrt daher, dass die Energie Erhaltungsgrofse
des Systems ist; siehe dazu Abschnitt 4.11.

Die Minimumwellenpaket-Eigenschaft des Zustandes ¥(x, t) Gl. (4.253) ermdglicht es,
anhand dieses Zustandes den Ubergang zur klassischen Mechanik zu untersuchen. Zu
diesem Zweck betrachten wir den Fall, dass die Teilchenmasse m, die Kreisfrequenz w,
(bzw. die ,Federkonstante® f) und die ,Schwingungsweite“ a des ,Paketzentrums* Werte
besitzen, fiir welche die ,,Paketbreite” 2 Ax sehr klein ist gegen a (siehe die Abb. 4.2), und
zugleich 2 Ap sehr klein ist gegen den maximalen Betrag des Mittelwertes des Impulses:

2Ax<a und 2Ap < mwya. (4.286)

Andert man die Werte der Parameter so, dass Ax kleiner und kleiner wird, so wird wegen
Ax-Ap = % zwar Ap unvermeidlich gréfser und grofser, doch kann man anhand von
Zahlenbeispielen zeigen, dass sich die Bedingungen von Gl. (4.286) sehr leicht zugleich
erfiillen lassen (s. Aufgabe Q21).

Fihrt man an den Teilchen einer solchen Gesamtheit zu einem beliebigen Zeitpunkt
t > 0 eine Ortsmessung durch, so erhilt man Messwerte, die nur ganz wenig um den
klassischen Teilchenort x(t) streuen. (Es kann zwar jeder Wert aus R gefunden wer-
den, doch ist die Wahrscheinlichkeit, einen Messwert weit aufserhalb des Intervalls
(x(t) — Ax, x(t) + Ax) zu finden, dufderst gering.) Fihrt man stattdessen an den Teilchen
einer solchen Gesamtheit zu einem Zeitpunkt t > 0 eine Impulsmessung durch, so erhalt
man Messwerte, die nur ganz wenig um den klassischen Teilchenimpuls p(t) streuen.
Man spricht aus diesen Griinden im Grenzfall (4.286) von einer ,,quasiklassischen Bewe-
gung“.

Betrachten wir fiir diesen Grenzfall noch die Teilchenenergie. Mit 2 Ax <« a folgt

2,2

V(@) = 29T 5 hay,  (H)~ V(@) = Eq. (4.287)
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\ : !// v (x.0)[®

Ew| E,

0

Abbildung 4.2: ,,Quasiklassischer Grenzfall®
beim linearen harmonischen Oszillator

(Beachte: In der klassischen Mechanik ist die Gesamtenergie Ey, gleich der potentiellen
Energie im Umkehrpunkt.) Mit der Beziehung (4.285) erhalten wir dann aber

A S0 s, 2R A
E mw 2Ax
(H) N f:w%az - a - = a <1 (4.288)

Bei einer Energiemessung erhilt man demnach Messwerte E,;, die nur wenig um den
wahrscheinlichsten Wert E,, ~ Ey streuen. Dabei ist E,, > ha,, also ny > 1 (s. die
Abb. 4.2). Dies steht im Einklang mit der folgenden in Lehrbiichern hiufig anzutreffenden
Formulierung des Korrespondenzprinzips: «Die Quantenmechanik geht bei gebundenen
Systemen’?! fiir hohe Quantenzahlen in die klassische Physik tiber.»

7Iklassisch: raumlich lokalisierte Bewegungen
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4.11 Zeitliche Anderung von Mittelwerten.
Stationare Zustande. Erhaltungsgrofien

In diesem Abschnitt befassen wir uns ganz allgemein mit der zeitlichen Anderung von
quantenmechanischen Mittelwerten.”?

Da wir uns fur die Zeitabhdngigkeit der Mittelwerte interessieren, schreiben wir fir
den Mittelwert der Observablen 2 nun anstelle von (4.260)

(A) = (P, AYy). (4.289)

Mit der Rolle des Zeitparameters in der Quantenmechanik haben wir uns schon im
Zusammenhang mit dem 5. Grundgesetz befasst: t — t, gibt das Zeitintervall zwischen
der letzten, zur Zeit t, erfolgten, Praparation bzw. Umpréaparation der Systeme und dem
ins Auge gefassten Messzeitpunkt t > ¢, an.

Wir betrachten zuerst eine spezielle Klasse von Zustdnden, und zwar die so genannten
stationdren Zustiande.

Definition 1

Ist der Zustandsvektor einer reinen Gesamtheit zum Anfangszeit-
punkt t, Eigenvektor des Hamiltonoperators H zu einem diskreten
Eigenwert E,, (n fest), d. h. gilt

8n 8n
By = D dyliyy, D |dy2 =1, (4.290)
v=1 =1

so nennt man die zugehorige Losung ¢, t > t,, der zeitabhdngigen
Schrodingergleichung Zustandsvektor eines stationdren Zustandes.

Voraussetzung, dass man einen entsprechenden Anfangszustand préparieren kann, ist natiirlich,
dass der Hamiltonoperator kein rein kontinuierliches Spektrum besitzt. Siehe die Aufgabe Q22.

Mithilfe der allgemeinen Losung der zeitabhdngigen Schroédingergleichung kann
man den Zustandsvektor eines stationidren Zustandes leicht angeben (siehe Aufga-
be Q23):

Satz1l

Der Zustandsvektor eines stationaren Zustandes lautet

Py = by, e~ WWER(~10) (4.291)

72Auf Seite 302 wurde bereits darauf hingewiesen, dass auch Wahrscheinlichkeiten als Mittelwerte inter-
pretiert werden kénnen.
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Dabei ist 3, durch Gl. (4.290) gegeben. Die Bezeichnung ,stationdrer Zustand*“ rihrt von
der folgenden Eigenschaft her:

Satz2

In einem stationadren Zustand sind die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
und damit auch deren Momente fir beliebige Observablen zeitunabhangig.

Beweis:

W(t) = [P]* = [[Pe”(/MErl=to)gp, |12 = ||e=WME(=t0) Py, |12

= e UMECR [Py |2 = [Py | = W(to).

Der Zustandsvektor selbst ist zwar fiir einen stationaren Zustand im Allgemeinen’?
zeitabhingig, die statistischen Eigenschaften der betreffenden Gesamtheit sind aber in
Bezug auf beliebige Observablen fiir alle Zeiten gleich.”* Insbesondere wird bei einer
Messung der Energie eines Systems der Gesamtheit mit dem Zustandsvektor (4.291) mit
Sicherheit (mit der Wahrscheinlichkeit 1) der Messwert E,, gefunden. Man sagt, dass jedes
System einer solchen Gesamtheit die Energie E,, ,besitzt*

Gesamtheiten in stationédren Zusténden spielen bei den Anwendungen der Quantenmechanik
in Atom-, Kern- und Festkorperphysik eine wichtige Rolle. (Ein Beispiel fiir eine solche Gesamtheit
wére etwa ein Ensemble von Wasserstoffatomen im Grundzustand.) Die obigen Aussagen sind
deshalb von grofser praktischer Bedeutung.

Kehren wir zur Beziehung (4.289) fiir den Mittelwert einer Observablen zuriick. Wir
haben gesehen, dass es eine ganze Klasse von Zustidnden — die stationdren Zustiande —
gibt, fiir die der Mittelwert einer beliebigen Observablen zeitunabhéngig ist. Um heraus-
zufinden, ob es noch andere Fille gibt, in denen der Mittelwert einer Observablen 2 nicht
von der Zeit abhingt, leiten wir den Ausdruck ifi (A ), = it (1,, A, ) nach der Zeit ab und
beniitzen die zeitabhingige Schrodingergleichung (4.239) sowie die Selbstadjungiertheit
von H:

<¢t,AH¢t> - <H¢t,A¢t> = <¢t,AH¢t> - <¢t,HA¢t>-

Fiir die zeitliche Anderung des Mittelwertes von % gilt also die Beziehung

in d<§‘t b _ (e [A, Hpe ). (4.292)

73Einzige Ausnahme: Besitzt ein Hamiltonoperator den diskreten Eigenwert 0, so ist der Zustandsvektor
des zugehorigen stationdren Zustandes zeitlich konstant.

74Dieser Umstand hat bei der Diskussion des Experimentes von Seite 294 eine Rolle gespielt. Siehe dazu
nochmals den letzten Absatz von Abschnitt 4.8 auf Seite 294.
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In der klassischen Mechanik wird eine Observable als Erhaltungsgrofse eines Systems
bezeichnet, wenn sie fiir das System einen Wert besitzt, der sich im Laufe der Zeit nicht
andert.

In der Quantenmechanik kann man im Allgemeinen einem System gar keinen Wert
einer Observablen zuschreiben; man kann nur Wahrscheinlichkeiten dafiir angeben, dass
man bei einer Messung der Observablen an einem System der betrachteten Gesamt-
heit diesen oder jenen Wert fiir die Observable findet. Nur in Ausnahmefillen ist die
Wahrscheinlichkeit fiir einen der im Prinzip moéglichen Messwerte 1 und fiir alle ande-
ren null, sodass den Systemen der betrachteten Gesamtheit ein bestimmter Wert der
Observablen zugeschrieben werden kann.

Der Begriff ,Erhaltungsgrofie” muss daher in der Quantenmechanik neu definiert werden.
Die Beziehung (4.292) legt nun die folgende Definition nahe:

Definition 2

Vertauscht der einer Observablen % zugeordnete Operator A mit dem
Hamiltonoperator H, so nennt man die Observable eine Erhaltungsgrafse:

A n def
[A,H]=0 <= A Erhaltungsgrofse (4.293)

Vertauscht namlich A mit H, so steht in GL. (4.292) auf der ,rechten Seite“ der Ausdruck
(¥, 01, ), der fiir einen beliebigen Zustandsvektor ¢, null ist, sodass der Mittelwert von
A bei beliebiger Praparation der Systeme zeitunabhingig ist.

Wie wir in Abschnitt 4.13 sehen werden, ist die Vertauschbarkeit der Operatoren A H,
d.h. die Beziehung [4, H] = 0, gerade der mathematische Ausdruck fiir die Vertréglich-
keit der Observablen U, $. Es gilt daher auch die Aussage: Ist die Observable %A mit der
Energie $ vertriglich, so ist der Mittelwert von 2 bei beliebiger Praparation der Systeme
zeitunabhéingig.

Diese Aussage kann aber noch verscharft werden. Wir werden namlich in Abschnitt
4.13 zeigen, dass A dann und nur dann mit H vertauscht, wenn alle zu A gehérigen
Projektionsoperatoren (s. die Spektralform Gl. (4.141)) mit H vertauschen. Da Wahr-
scheinlichkeiten als Mittelwerte zu Projektionsoperatoren geschrieben werden kénnen
(siehe GI. (4.263)), ergibt sich der folgende Satz:

Satz3

Ist die Observable % eine Erhaltungsgrofse, so ist die Wahrscheinlichkeits-
verteilung von % und damit auch jedes zugehorige Moment fiir einen belie-
bigen Zustand, d. h. bei beliebiger Priparation der Systeme zum Anfangszeit-
punkt, zeitunabhingig.

Beachte: Satz 2 stellt eine Aussage fiir beliebige Observablen und eine spezielle Klasse von
Zustdnden, die stationdren Zustdnde, dar, und Satz 3 ist eine Aussage fur eine spezielle

310



4.12 Ehrenfestsche Gleichungen

Klasse von Observablen, die Erhaltungsgrofsen, und beliebige Zustdinde.

Die Beziehung (4.292) wird als Bewegungsgleichung fiir den Mittelwert der Observablen % be-
zeichnet. Wir werden diese Bezeichnung nur unter Anfiihrungszeichen verwenden, da sie miss-
verstandlich ist. Sie legt namlich die Vorstellung nahe, dass man aus Gl. (4.292) (A ), bei vor-
gegebenem (A )i, berechnen kann. Dies trifft aber nur in dem mathematisch trivialen Fall zu,
dass der Operator [A, I:I] der Nulloperator ist. Handelt es sich bei % um keine Erhaltungsgrofse, so
liefert der Kommutator [A, H] einen Operator C # 0, fiir den die Zeitabhangigkeit von (3, C¢), )
unbekannt ist. In Sonderfillen kann man zu einem geschlossenen Differentialgleichungssystem
kommen, indem man die ,,Bewegungsgleichungen” fiir die Mittelwerte mehrerer Observablen
zugleich anschreibt. Ein Beispiel dazu werden wir im nichsten Abschnitt kennen lernen.

4.12 Ehrenfestsche Gleichungen

Wir befassen uns nun mit der Zeitabhdngigkeit der Mittelwerte von Teilchenorten und
Teilchenimpulsen. Dabei betrachten wir der Einfachheit halber zuerst wieder Systeme
mit einem spinlosen Teilchen in einer Raumdimension.

Die ,Bewegungsgleichungen” fiir die Mittelwerte des Teilchenortes ¢ und des Teil-
chenimpulses p lauten gemafs Gl. (4.292)

d(%);

ih =2 = (P, [£,HlYr), (4.294)
mEBX (g, [p A1), (4.295)

Wie wir sehen werden, gestattet dieses Gleichungssystem nur in Ausnahmefillen die
Berechnung von (X ), ( p); bei gegebenem (X ), (P );,- Um die formalen Ubereinstim-
mungen und Unterschiede zwischen den Bewegungsgleichungen fiir die klassischen
Variablen x(t), p(¢t) und den ,,Bewegungsgleichungen® fiir die quantenmechanischen Mit-
telwerte (X );, ( p ); moglichst klar hervortreten zu lassen, miissen wir in den Gleichungen
(4.294), (4.295) noch die Kommutatoren berechnen.

Mathematische Hilfsmittel

Wir kénnen einen tieferen Einblick gewinnen, wenn wir den Begriff der Ableitung einer Ope-
ratorfunktion nach ihren Argumenten einfithren. Wie man gewohnliche Funktionen nach ihren
Argumenten ableiten kann, kann man auch Operatorfunktionen nach ihren Argumenten ableiten.
Um diesen Ableitungsbegriff mathematisch streng zu begriinden, benétigt man nattirlich einen
Konvergenzbegriff fiir Folgen von Operatoren. Da wir den Ableitungsbegriff nur fir spezielle
Typen von Operatorfunktionen bendtigen, miissen wir uns aber mit diesem Konvergenzbegriff
nicht befassen.

Betrachten wir zuerst eine beliebige Operatorfunktion A(x). Fiir eine solche Operatorfunktion
von x allein kann man die Ableitung durch

dA(x)
(%

)0 = 42 1o (4.296)

311



Kapitel 4 Grundkonzepte der Quantenmechanik

definieren. Als nichstes betrachten wir Operatorpolynome’® B(p). Da die Algebra fiir das Rechnen
mit linearen Operatoren formal gleich ist wie fiir gewdhnliche Variablen, solange Nichtvertausch-
barkeit keine Rolle spielt, leuchtet es ein, dass fiir die Ableitung eines Operatorpolynoms formal
dieselbe Rechenregel gilt wie fiir die Ableitung eines gewohnlichen Polynoms. Mit

B(p) = ¢ 5k fol dB(p) -1
p)= ) axp* folgt Z kay k1. (4.297)

Schliefslich definieren wir noch die partiellen Ableitungen einer Operatorfunktion der Form
F(x, p) = A(X) + B(p) durch

OF(x,p) _ dA(x)  OF(x,p) _ dB(p)
ox dx ’ op ~ dp
Befindet sich das betrachtete Teilchen in einem konservativen Kraftfeld, so besitzt
sein Hamiltonoperator die Form H = p%2m + V(). Fiir den Kommutator [%, H] ergibt
sich dann zunéachst unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass der Operator X mit einer
beliebigen Operatorfunktion von X vertauscht,

(4.298)

- . D? 1 on o2
[%,H] =[x, p_] = %(xpz— p2x). (4.299)

»Ziehen“wir im Operatorprodukt X p? mithilfe der kanonischen Vertauschungsbeziehung
(4.148) den Operator p? ,,nach vorne*, so erhalten wir

xp?= fcf)f) = i)fcf) ihp = p?X +2ihp (4.300)
f)x+lhﬂ
und nach Einsetzen in Gl. (4.299)
(2.0]=in L = in 4T _ py OHE D) (4.301)

m dp op

Fiir den Kommutator [ p, H] ergibt sich zunichst unter Beriicksichtigung der Tatsache,
dass der Operator p mit dem Operator p?vertauscht,

[p,H]=[p, V(). (4.302)

Um den Kommutator [ p, V(X)] zu berechnen, lassen wir ihn auf eine beliebige (stetig
differenzierbare) Funktion f € I*(R) wirken:

([, VD)) = (pVE) f)) = (V) pf)x)
—i & (V) () = Vo) (in
= (-in dV(x) VN ) = —in (VD £)0o.

75Fiir allgemeine Operatorfunktionen von p kann man die Ableitung mithilfe der Spektralform definieren.
Da wir hier aber nur die Ableitung von p2 benétigen, gehen wir darauf nicht ein.

df(x)
&)
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Damit folgt fiir den in Gl. (4.295) benétigten Kommutator

dv(x) 0H(%, p)
d% ox

Setzen wir nun die Ausdriicke (4.301) und (4.303) in die Gleichungen (4.294), (4.295)
ein, so erhalten wir die ehrenfestschen Gleichungen:

[p,H] = —ih = ihK(R) = —ih (4.303)

d(x); _ JOHX,p)\ _ (p)
ar - < ap >t_ = (4.304)
d<dﬁt>t - —<—aH§§’ ﬁ)>t = <—d‘;—§9>t = (K(X));- (4.305)

Vergleichen wir diese Gleichungen mit den hamiltonschen kanonischen Bewegungsgleichun-
gen (4.3), (4.4) fuir das entsprechende klassische Einteilchenproblem und schauen wir
dabei — um den Uberblick zu behalten — zundchst nur auf ,,Anfang®“ und ,Ende“ der
Gleichungen, d. h. auf

dx(t) _ p() dp(t)

a . om - = X&) (4.306)
d<df;>t - <l;>t’ d<£>t = (K(X) ). (4.307)

Man sieht sofort, dass die ersten Gleichungen formal (ibereinstimmen: Man muss in der
klassischen Gleichung nur x(t), p(t) durch (X );, ( p); ersetzen, um die quantenmechani-
sche Gleichung zu erhalten. Die zweiten Gleichungen stimmen aber dann und nur dann

tberein, falls (K(%)), = K(%),) (4.308)

gilt. Diese Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn die Funktion V ein Polynom vom Grade
n < 2, also die Funktion K ein Polynom vom Grade n < 1 ist. Mit

K()AC)=C0]1+01)?Z, 00,016 R
folgt ndmlich
(K(X) ) = co+ci{X) = K(X)p).

Ist diese Bedingung erfillt, so bilden die ehrenfestschen Gleichungen ein geschlos-
senes Simultansystem fur (X ), (p);, d.h. (X);, (p); kobnnen aus ihnen bei gegebenen
Anfangsbedingungen (X ), , ( p );, berechnet werden. Das zu 16sende Problem ist dabei
mathematisch identisch mit der Bestimmung von x(¢), p(t) aus den kanonischen Bewe-
gungsgleichungen bei gleichen Anfangsbedingungen x(t,), p(ty), und daher erfiillen die
quantenmechanischen Mittelwerte die klassischen Beziehungen.

Konservative Systeme mit dieser Eigenschaft sind:

« Das kraftefreie Teilchen.
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+ Das Teilchen im homogenen Feld (elektrisch geladenes Teilchen im homogenen
elektrischen Feld oder Teilchen im homogenen Gravitationsfeld).

+ Der lineare harmonische Oszillator.

+ Der lineare harmonische Oszillator in einem homogenen Feld (elektrisch gela-
dener Oszillator im homogenen elektrischen Feld oder Oszillator im homogenen
Gravitationsfeld).

Wir haben die Mittelwerte fir Ort und Impuls einer Gesamtheit linearer harmonischer
Oszillatoren fiir eine spezielle Anfangsbedingung ¢(x, 0) berechnet und dabei das Ergeb-
nis erhalten, dass diese Mittelwerte die klassischen Beziehungen erfiillen. Wir sehen nun,
dass dies fur eine beliebige Praparation zum Anfangszeitpunkt gilt. Insbesondere wiirde
das Ergebnis (4.277), (4.278) nicht nur fiir die spezielle Anfangsbedingung 1(x, 0) = ¥(x)
Gl. (4.92) mit a Gl. (4.61), sondern fiir jede Funktion mit (X ), = a, (P ) = 0 gelten.

Vergleichen wir nun noch die kanonischen Bewegungsgleichungen und die ehren-
festschen Gleichungen in der Form mit den Ableitungen der Hamiltonfunktion bzw. des
Hamiltonoperators:

dx(t) _ OH(x,p) dp(t) _ OJH(x,p)
dt —  9dp |x=x(®)’ dt Ox  |x=x(1)’ (4.309)
p=p(t) p=p(t)
d(%) _ /9H(X,p) d{p) _ _/OH(X,P)
dt < ap >t ac < 9% >t' (4.310)

In dieser Form gelten die Gleichungen — wie man zeigen kann — auch fir nichtkon-
servative Systeme. Notwendig und hinreichend dafiir, dass die quantenmechanischen
Mittelwerte fiir Teilchenort und Teilchenimpuls dieselben Gleichungen erfillen wie die
klassischen Variablen, ist das Bestehen der Beziehungen

<6H(fc, 15)> _ 9H(x, p) <5H(fc, 15)> _ 9H(x, p)
ap op [r=i % /s ox
D={DP)t

(4.311)

x=(x);’
p=(D )

welche genau dann erfiillt sind, wenn die Hamiltonfunktion sowohl in der Impulsvaria-
blen als auch in der Ortsvariablen ein Polynom vom Grade n < 2 ist. (Beachte, dass es
bei nichtkonservativen Systemen neben der kinetischen Energie noch weitere impuls-
abhingige Terme geben kann.) Fiir konservative Systeme besitzt der Hamiltonoperator
die Bauart H(X, p) = p%/2m + V(%) und die erste Bedingung ist fir beliebige Potentiale
erfillt, da es nur auf die kinetische Energie ankommt, welche dem Quadrat des Impulses
proportional ist. Hingegen ist die zweite Bedingung nur unter der Voraussetzung erfillt,
dass das Potential ein Polynom vom Grade n < 2 ist.

Beim ,Rateweg® in Abschnitt 4.3 haben wir folgendermafsen argumentiert: Damit es mog-
lich ist, dass sich Wellenpakete im Einklang mit der Erfahrung zumindest unter bestimmten
Voraussetzungen fiir das Kraftgesetz (z. B. im Fall der Kriftefreiheit) nach dem klassischen Bewe-
gungsgesetz ausbreiten konnen, muss zumindest die ,erste“ kanonische Bewegungsgleichung,
in welche das Kraftgesetz nicht eingeht, fiir die Mittelwerte in einer quantenmechanischen Ge-
samtheit giltig bleiben. Was wir beim ,,Rateweg® ,hineingesteckt“ haben, ist nattrlich beim
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4.12 Ehrenfestsche Gleichungen

deduktiven Weg wieder , herausgekommen®. Wir sehen aber dartiber hinaus, dass die Beibehal-
tung der ,,zweiten“ kanonischen Bewegungsgleichung fiir die quantenmechanischen Mittelwerte
fiir allgemeine Systeme nicht moglich gewesen wire.

Beispiel: Linearer anharmonischer (x*-)Oszillator

Um zu zeigen, was passiert, wenn die Bedingung (4.308) nicht erfiillt ist, betrachten
wir ein klassisches System mit der Hamiltonfunktion

2
H(x,p) = zp—m + ’%x“, (4.312)

und das korrespondierende quantenmechanische System mit dem Hamiltonoperator

HG, p) = 2”—m + %24. (4.313)

Dabei soll u € R* gelten. Die kanonischen Bewegungsgleichungen lauten dann

dx(t) _ p  dp(t) _ 3

d — m’ dt Hx@F (4-314)
Sie stellen ein nichtlineares geschlossenes Simultansystem dar, dessen Losung x(t), p(t)
bei gegebenen Anfangsbedingungen x(t,), p(to) eindeutig bestimmt ist. Die entsprechen-
den ehrenfestschen Gleichungen lauten

d{(% p d(p .
<d?i>t _ <f,,)/l>t’ <dl;>t = —u(%3),. (4.315)

Neben den Unbekannten (% );, { p ); taucht hier als weitere Unbekannte (X3 ), auf. Beach-
te:
. . 3
(23 = fdxx3 Y0P # [(2)] = [fdxx w0 P

R R

Die ehrenfestschen Gleichungen gestatten deshalb nicht die Berechnung von (X );, {p )¢
bei gegebenem (X ), ( b );,- Man sieht aber jedenfalls, dass die Grofsen (X );, { p ), anderen
Differentialgleichungen geniigen als die klassischen Variablen x(t), p(¢) und daher auch
nicht die klassischen Beziehungen erfiillen.

Falls die Bedingung ( K(X) ); = K({X );) (wie im soeben besprochenen Beispiel) nicht
erfillt ist, kann es sein, dass sie bei speziellen Anfangsbedingungen fiir ein bestimmtes Zeit-
intervall nédherungsweise erfiillt ist. Nehmen wir an, die Wahrscheinlichkeitsverteilung
fir den Teilchenort sei im Zeitintervall t, < t < t; sehr stark um den Mittelwert (X );
konzentriert, und das Kraftfeld K(x) 4ndere sich nur wenig iber den Bereich, in dem
diese Wahrscheinlichkeitsverteilung jeweils wesentlich von null verschieden ist (siehe
Abb. 4.3). Dann gilt im Zeitintervall t, <t <t;

(KR)) = f dxK(x) [, O ~ K(2),) f x| 0P = K(%)),  (4.316)
R

R
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¥ (x, t0)[*

- ¥ ()

V(1)

I

(), (Eh (@,

Abbildung 4.3: Bedingungen unter denen die klassischen Beziehungen fiir die
Mittelwerte von Teilchenort und Teilchenimpuls néherungsweise gelten

und die Mittelwerte von Teilchenort und -impuls gehorchen in diesem Zeitintervall
niherungsweise dem klassischen Bewegungsgesetz. Auf diese Weise lasst sich die Beniit-
zung der klassischen Bewegungsgleichungen fiir die Beschreibung von Mikroteilchen in
bestimmten experimentellen Situationen rechtfertigen.

Wir haben in diesem Abschnitt bisher nur Systeme mit einem spinlosen Teilchen
in einer Raumdimension betrachtet. Die erhaltenen Ergebnisse lassen sich aber auf
Systeme mit N Teilchen in drei Raumdimensionen (N > 1) verallgemeinern: Ist der Ha-
miltonoperator in allen Komponenten der Teilchenorte und Teilchenimpulse ein Poly-
nom vom Grade n < 2, so erfiillen die Mittelwerte aller Orts- und Impulskomponenten
die klassischen Beziehungen. Ein Beispiel wire ein System mit mehreren Teilchen in
drei Raumdimensionen, bei welchem die Teilchen durch ,lineare Federn“ an raumfeste
Stellen gebunden und auch untereinander paarweise mit solchen ,,Federn“ verbunden
sind.

4.13 Vertragliche Observablen

Mathematische Hilfsmittel

Gemeinsames vollstindiges Eigenvektorsystem vertauschbarer selbstadjungierter
Operatoren

Um die Schreibweise einfach zu halten, nehmen wir an, dass die betrachteten Opera-
toren A, B ein rein diskretes Spektrum besitzen (Typ (c) von Abb. 4.1; endlich viele oder
unendlich viele Eigenwerte, die mit 1, 2, ... indiziert sind). Auch von den Vielfachheiten
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nehmen wir der Einfachheit halber an, dass sie abzahlbar sind. Alle Aussagen gelten aber
fiir beliebige vertauschbare selbstadjungierte Operatoren. Es sind lediglich die entsprechen-
den Modifikationen durchzufiihren (andere Indizierung der Eigenwerte, Integrationen
statt oder zuséatzlich zu Summationen, §-Funktionen statt Kroneckerdeltas etc.; s. dazu
Seite 268 bis 274).

Satz

Sind A, B vertauschbare selbstadjungierte Operatoren mit rein diskreten
Spektren g(A) = 04(A) = {ay, a,, ...}, a(B) = 04(B) = {by, by, ...}, S0 existiert
ein vollstandiges Orthonormalsystem

e (n,m) € 1A, B); a=1,2,..., gum} (4.317)
gemeinsamer Eigenvektoren von A, B:
Aunma = ApnUpma» B\unma = bmunm(x . (4318)

Besitzen umgekehrt die Operatoren A, B ein vollstindiges Orthonormal-
system gemeinsamer Eigenvektoren und reelle Eigenwerte, so sind sie
selbstadjungiert und vertauschbar.

Die Menge (4, B) der Indexpaare (n m) gibt die Eigenwertpaare (a,, b,,) an, zu denen
gemeinsame Eigenvektoren von A, B existieren.”® Sie ist i. Allg. echte Teilmenge der Men-
ge{(1,1),(1,2),(1,3),...,(2,1),(2,2),(2,3),...,(3,1),(3,2),(3,3), ... }. Gibt es beispielsweise
keinen gemeinsamen Eigenvektor von A, B zum Eigenwertpaar (a;, b;), so gehort das
Indexpaar (1,3) nicht zur Menge [(A, B). Welche Paare moglich sind, ergibt sich orga-
nisch, wenn man das gemeinsame Eigenwertproblem der beiden Operatoren 16st, das
mathematisch wie folgt formuliert ist:

Eigenwertproblem:

Y

u=Au,
u#0. (4.319)
u

uu,

o>

Dabei stellen 4, u Eigenwertparameter dar.

Dass es i. Allg. nicht zu allen denkbaren Paaren (q;, bj), i, j € N, gemeinsame Eigenvektoren
gibt, wird verstédndlich, wenn man einen endlich dimensionalen Hilbertraum betrachtet. Neh-
men wir den Fall zweier selbstadjungierter Operatoren A, B mit nichtentarteten Eigenwerten in
einem zweidimensionalen Raum. Von den vier denkbaren Paaren (ay, by), (a;, by), (ay, by), (ay, by)
kénnen dann nur zwei vorkommen, da es in einem zweidimensionalen Raum nur zwei linear
unabhéngige Vektoren geben kann. Dabei muss aber jeder Eigenwert von A und jeder Eigen-
wert von B zumindest einmal vorkommen, da ja die Eigenvektoren von A allein und ebenso die
Eigenvektoren von B allein fiir sich schon den Raum aufspannen. Offen ist also nur mehr die

76Es vereinfacht im Folgenden die Schreib- und Sprechweise, wenn man anstelle des Begriffs der Figen-
wertpaarmenge den Begriff der Indexpaarmenge einfiihrt.
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Frage, ob es gemeinsame Eigenvektoren der beiden Operatoren zu den Eigenwertpaaren (ay, by),
(ay, by) oder zu den Eigenwertpaaren (a;, by), (a,, by) gibt. Welcher der beiden Fille vorliegt, kann
man nur durch Lésen des gemeinsamen Eigenwertproblems (4.319) feststellen. (Ein moglicher
Losungsweg wird im 1. Teil des folgendes Beweises skizziert.) Findet man, dass der zweite Fall
zutrifft, so hat man I(4, B) = {(1, 2), (2, 1)}. - Bei unendlich dimensionalen Raumen ist durch die
Dimension des Raumes keine Schranke gesetzt, sodass es auch vorkommen kann, dass jeder
Eigenwert von A mit jedem Eigenwert von B vorkommen kann. Betrachten wir als Beispiel ein
Spin—l—Teilchen in drei Raumdimensionen Wahrend jeder der Eigenwerte 0, *#, 2%, ... von l
mit jedem der Eigenwerte +2 5 von §, vorkommen kann kann nicht jeder Eigenwert von l rn1t
jedem der Eigenwerte I(I + l)h2 1=0,1,2,...,von 12 vorkommen. Mit dem Elgenwert 0 von 12
kann nur der Elgenwert 0 von l vorkommen mit dem Eigenwert 242 von 12 kénnen nur die
Eigenwerte 0, =% von lz vorkommen usf.

Die Vollstindigkeit des Orthonormalsystems (4.317) bedeutet, dass der Entwicklungs-

satz
f= Z Z(”nma’f>unmav Vf e (4.320)
(n,m) o

gilt. Die Summation iiber n und m ist iiber die Paare (n, m) € (4, B) zu erstrecken, und
die Summe tiber « lauft fir ein festes Paar (n, m) von 1 bis g,,.
Beweis des Satzes:
1.Teil: IstA ein selbstadjungierter Operator mit dem diskreten Spektrum {ay, a,, ...}, so existiert
ein vollstéindiges Orthonormalsystem {u,,; n=1,2,...; v=1,2,...,8,} von E1genvektoren des
Operators A. Fiir das Folgende sei nvoriibergehend fest. M1t der ElgenwertglelchungAum, = auUpy
folgt dann

B(Auyy) = B(apupy) => A(Bupy) = an(Buyy).

A(éum/) ) an (éunv) )

da da
[A,B] = 0 B linear

Die Vektorenéum,, v=1,2,...,8,,sind also Eigenvektoren vonA zum Eigenwert a,, d. h. Vektoren
des Teilraumes %(a,), und es gilt daher

A~ A A gn A
Buy, = P,(Buy,) = Z<unv”Bunv>unv’: v=12,..,8,.

V=1

Die Koeffizienten ( uy,, Buy, ) bilden die Elemente einer gn-dimensionalen selbstadjungierten
Matrix. Durch einen Basiswechsel {u,,, v =1,2,...,8,} = {ttyy, v = 1,2,...,8,} in I4(a,) kann
man stets erreichen, dass {{ fi,y, Bilyy ); ¥,7' = 1,2, ... , &y} eine Diagonalmatrix mit reellen Diago-
nalelementen ist, sodass eine Beziehung der Form

(Upyrs Blyy ) = by Sy, v,V =1,2,...,8,

mit reellen b, gilt. Da jeder Vektor aus 34(a, ) Eigenvektor von A zum Eigenwert a, ist, gelten alle
oben mit den Vektoren u,,,, v = 1,2, ..., g,, angeschriebenen Beziehungen auch mit den Vektoren
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Uy, ¥=1,2,...,8,. Insbesondere gilt daher

Auyy = aplyy,
8n

Buy, = Z (Unyr, Bllpy Ypyr = bpy Uy s
v'=1

n fest, v=1,2,...,8,.

Die Vektoren uy,, v =1,2, ..., g,, sind also gemeinsame Figenvektoren von A, B. Dieses Verfahren
kann man der Reihe nach fiirn = 1, 2, 3, ... durchfiihren. Dabei kénnen sich mehrere b,,,, als gleich
herausstellen, und zwar sowohl fiir verschiedene v bei festem n als auch fiir verschiedene n. Man
sindiziert“ deshalb die erhaltenen gemeinsamen Eigenvektoren ti,,,,, n =1,2,..., v=1,2,...,8,,
am Ende ,,um*, indem man von jedem gemeinsamen Eigenvektor angibt, zu welchem Eigenwert-
paar (a,, b,,) beziiglich A,Ber gehort, und — falls erforderlich — einen weiteren Index «a einfiihrt,
der die zum selben Eigenwertpaar (a,, b;,) gehorigen orthogonalen gemeinsamen Eigenvektoren
~durchnummeriert®. Da die ,,umindizierten” gemeinsamen Eigenvektoren ohnehin nicht mit den
Eigenvektoren uy,, von A, von denen wir ausgegangen sind, verwechselt werden kénnen, da sie
drei Indizes tragen, kann man die Tilde wieder weglassen und hat als Ldsung des gemeinsamen
Eigenwertproblems:

Au =a,u , n
e nma (n,m) €1(A,B), a=1,2,...,8um- (4.321)

Buyma = bnUnma s

Das Verfahren liefert ganz ,automatisch“ die Indexpaarmenge I(4, B). Jeder Eigenwert a,, von A
kommtzumindest einmal vor. Ein Eigenwert a,, von A kann aberi. Allg. nicht mit allen Eigenwerten
b;j von B zusammen auftreten. Umgekehrt muss natiirlich auch jeder Eigenwert von B zumindest

einmal vorkommen, da ja A, Bvollkommen gleichberechtigt sind.

2.Teil: Nehmen wir an, dass ein vollstindiges Orthonormalsystem
{unma; (n,m) €(A,B); a=1,2,... ,gnm} (4.322)

gemeinsamer Eigenvektoren der Operatoren A, B zu reellen Eigenwerten existiert, d. h. es gelten
die Beziehungen (4.321) mit reellen a,, b,,. Dann sind A, éjedenfalls selbstadjungiert, und es gilt
der Entwicklungssatz (4.320). Wendet man auf f Gl. (4.320) einmal den Produktoperator BA und
einmal den Produktoperator AB an, so erhilt man

é(Af) = Z Z<unma’f>é(/iunmoc) , Vfe, (4.323)
(nm) « a,b,u
nbOmUnma
A(éf) = Z Z<unma’f>121(éunmor), VfE %, (4.324)
(nm) & a,b,,u
nOmUnma

womit die Vertauschbarkeit der Operatoren A, Bbewiesen ist.

Die gemeinsamen Eigenvektoren {u,,,,o; & = 1,2,...,8,.n} der Operatoren A, B zu
einem festen Eigenwertpaar (a,, by,), (n, m) € I(4, B), spannen einen g,,,,-dimensiona-
len Teilraum 94(a,, b,,) des Hilbertraumes 94 auf. Der zugehorige Projektionsoperator
ist durch

8nm

an = Z(unmaa . >unmoc (4.325)
a=1

319



Kapitel 4 Grundkonzepte der Quantenmechanik

gegeben. Er kann als Reprasentant einer Observablen ,,,,, mit den moglichen Messwer-
ten 1, 0 aufgefasst werden. Dem Messwert 1 (0) von ,,,,, entspricht die Antwort ,,Ja (Nein),
beziiglich des Observablensatzes {2, B} liegt das Messwertpaar (a,, b,,) vor (nicht vor)“.

Es gelten die Orthogonalitiitsbeziehungen

A

PPy = 0, falls (0, m) # (n,m) (4.326)

sowie die Volistandigkeitsbeziehung

> By = 1. (4.327)
(n,m)€l(A,B)

Bezeichnen wir den Projektionsoperator zum Eigenraum 94(a,,) von A mit Q,,”” und den
Projektionsoperator zum Eigenraum 4(b,,) von B mit R, so gelten die ,,Zerlegungen®

Qi = D Pum, Ry = D Pum, (4.328)
m: (n,m)€l(A,B) n: (n,m)el(A,B)

1 = > Pm = D 0 = ) Ry, (4.329)
(n,m)el(A,B) n: anec(A) m: by€ o(B)

und die von Abschnitt 4.7 bekannten Spektralformen von A und B,

A = > a,Q,, B = > bRy, (4.330)

n:a,co(A) m: byeo(B)

lassen sich auch folgendermafsen schreiben:

A = > aPyy, B = > bnPyn. (4.331)
(n,m)€el(A,B) (n,m)el(A,B)

Nachdem wir die erforderlichen mathematischen Hilfsmittel bereitgestellt haben,
befassen wir uns mit Messungen und Umpréparationen in der Quantenmechanik. Wir be-
trachten zwei Observablen 2, 8B, von denen wir vorerst noch nicht voraussetzen, dass die
zugehorigen selbstadjungierten Operatoren A, Bvertauschbar sind. Um die Schreibweise
einfach zu halten, nehmen wir an, dass 2, 8 rein diskrete Spektren besitzen (endlich
viele oder unendlich viele Eigenwerte, die mit 1,2, ... indiziert sind). Alle im Folgenden
gemachten Aussagen gelten mit entsprechend modifizierter Schreibweise fiir beliebige
Spektren, ausgenommen die Aussagen tiber vollstindige Praparationen, fiir welche die
Existenz diskreter Eigenwerte wesentlich ist.

Wir wenden nun das 3. und 4. Grundgesetz auf eine Messung bzw. eine Umpridparation
mit jeweils einem A-Apparat und einem B-Apparat ,,in Serie“ an. Dabei soll die , Frage®
beziiglich 8B ,,unmittelbar“ nach der ,,Frage“ beziiglich % ,,gestellt“ werden, d. h. es soll
dazwischen keine zeitliche Anderung des Zustandsvektors nach der zeitabhdngigen
Schrodingergleichung erfolgen. (Ist 2 Erhaltungsgrofde, so kann die ,,Frage® beziiglich 8
in beliebigem zeitlichem Abstand zu der beztlglich % ,,gestellt“ werden.)

77In den Abschnitten 4.7, 4.8 und 4.10 wurde dieser Projektionsoperator mit f’n bezeichnet.
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Fall1l: Umprdiparation beziiglich A und unmittelbar darauf folgende Messung von B

Gefragt ist die Wahrscheinlichkeit W.
Symbolisch dargestellt:

Q R
v Ja 15 Ja
N % Nein N=NW % Nein NW
2A: Messwert aus B: Messwert aus
7(A) C a(A)? 7(B) C o(B)?

Fall2: Umprdiparation beziiglich A und unmittelbar darauf beziiglich B
Gefragt ist der Zustandsvektor 3'.

Symbolisch dargestellt:

9 R
J T J
v ¢ (2 ¢ 2
% Nein % Nein
A: Messwert aus B: Messwert aus
7(A) C o(A)? 7(B) C o(B)?

Nach dem 3. Grundgesetz gilt
_ R w =
W= Q 2, - = R 2
QI 7 IRl

und nach dem 4. Grundgesetz gilt

n QI)D ’ Ié‘%5
p=—7—, P=—7,
Q¥ IRl
woraus unmittelbar o
W= [RQ3|?
,_ RQy
Y= —
IRQPl

(4.332)

(4.333)

(4.334)

(4.335)

folgt. Im Fall 2 muss man RQ¢ # 0 voraussetzen, da sonst iiberhaupt keine Gesamtheit

prapariert wird, d. h. aus dem 8-Apparat ,,nichts herauskommt*,

Die Ergebnisse fir Wund ¢’ zeigen, dass es nur dann nicht auf die Reihenfolge der
beiden Apparate ankommt, wenn die Projektionsoperatoren Q, R vertauschbar sind. Es

gilt der folgende Satz (Beweis folgt):
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Satz: Vertragliche Observablen

Dann und nur dann, wenn [A, B] = O gilt, ist bei beliebiger Wahl der
Teilmengen 7(4), 7(B) auch [R, @] = 0, und sowohl W als auch 7’
sind von der Reihenfolge der beiden Apparate unabhédngig, weshalb
man die Observablen A, B als vertriglich bezeichnet.

Wir wissen natiirlich, dass RO = QR nur dann vom Nulloperator verschieden sein
kann, falls in 7(B) mindest ein Eigenwert b; enthalten ist, der mit einem der Eigenwerte a;
aus 7(A) ,zusammen vorkommen kann®, sodass (I, j) € (4, B) gilt. Ist dies nicht erfiillt,
soistim Fall1 W= 0, und im Fall 2 werden iberhaupt keine Systeme préipariert. (Die
Voraussetzung R Qz,b # 0 ist dann auf triviale Weise verletzt, namlich durch RO = 0.

Gilt [A,ﬁ] * 0, so gilt im Allgemeinen auch [ﬁ, Q] * 0, und sowohl fiir W als auch
fir ¢’ erhélt man ein anderes Ergebnis, wenn man die Reihenfolge der beiden Appa-
rate vertauscht, weshalb man die Observablen 2, 8 als nicht vertrdiglich bezeichnet. Die
Einschrankung ,,im Allgemeinen® bezieht sich auf folgenden Umstand: Nicht vertausch-
bare selbstadjungierte Operatoren konnen zwar kein volistindiges System gemeinsamer
Eigenvektoren besitzen, sie kdnnen aber einen oder mehrere (unter Umstdnden sogar un-
endlich viele) gemeinsame Eigenvektoren haben. Trifft dies fiir A, B zu, so kommt es bei
einer bestimmten speziellen Wahl der Teilmengen 7(A ) und 7(B) nicht auf die Reihenfolge
an. Ein konkretes Beispiel: Angenommen, A, B besitzen einen einzigen gemeinsamen
Eigenvektor, und zwar zum Eigenwertpaar (a,, b;). Wahlt man dann 7(4) = {a,} und
7(B) = {b,}, so kommt es auf die Reihenfolge nicht an, bei jeder anderen Wahl einer der
Teilmengen oder beider Teilmengen kommt es aber auf die Reihenfolge an.

Beweis des Satzes [A,B]=0 < [Q,R]=0, V(A),7(B)
1.Teil: <«
Die Operatoren . ) . .

Q= 2 Q, R= ) Ryn (4.336)

n:ap,et(A) m: byet(B)

sind dann und nur dann fiir beliebige Wahl von 7(A) C o(A), t(B) C o(B) vertauschbar,
falls die Operatoren Q,,, R, fiir alle n,m (n: a,, € o(A), m: b,, € o(B)) vertauschbar sind.
Gilt letzteres, so folgt aber mit den Spektraldarstellungen (4.330) unmittelbar die Ver-
tauschbarkeit der Operatoren A4, B.

2.Teil: =

Sind die Operatoren A, B vertauschbar, so besitzen sie ein vollstandiges Orthonormal-
system gemeinsamer Eigenvektoren. Die Spektraldarstellung von A, B kann dann in der
Form (4.331) geschrieben werden, und fiir die Projektionsoperatoren Q,,, R,,, gelten dann
die Beziehungen (4.328).

Sind die Operatoren Q,,R,, fiir alle n,m (n: a, € o(A), m: b,, € o(B)) vertauschbar,
gleichgiiltig, ob (n,m) € I(A, B) oder (n, m) & (A, B), so sind aber auch die Operatoren
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0, R Gl. (4.336) fiir beliebige Wahl von t(A) C o(A), 7(B) C o(B) vertauschbar. Es bleibt also
nur noch Ersteres zu zeigen, was leicht gelingt, wenn man die Beziehungen (4.328) sowie
die Orthogonalitdtsbeziehungen (4.326) und die Idempotenz von Projektionsoperatoren
berticksichtigt. Es gilt

Py, falls (n,m)€1(A,B)
O falls (n,m)¢IA,B)

Qnﬁm = Z pnm’ Z ﬁn’m = {
m': (n,m')el(A,B) n':(n',m)el(4,B)

Rmén = Z pn’m Z pnm’ =

{ an falls (n,m) e H(A,E)
n': (n',m)el(A,B) m': (n,m")€l(A,B)

0 falls (nm)¢1(4,B)

woraus fiir alle n, m die Vertauschbarkeit von Q,,, R,, folgt.
Damit ist der obige Satz bewiesen.

Wie man leicht zeigt (siehe Aufgabe Q24), stellt der Operator
P:=RO (4.337)

im Falle RQ = QR einen Projektionsoperator dar. Bei der Reihenfolge %, 8 der Apparate
gehort dann der Eigenwert 1 von P zu den Antworten ,.Ja“ beziiglich % und ,,Ja“ beziiglich
B, und der Eigenwert 0 zu den Antworten ,,Ja“ beziiglich %, ,,Nein“ beziliglich 8 bzw. zur
Antwort ,,Nein“ beziiglich 2.

Wegen der Gleichwertigkeit von

Q R
Ja Ja
—_— —»—-E
Nein Nein o
A: Messwert aus B: Messwert aus
7(A) C o(A)? 7(B) C o(B)?
und N ~
R Q
Ja Ja N
—— ———-|E
Nein Nein o
B: Messwert aus 2A: Messwert aus
7(B) C o(B)? 7(A) C o(A)?
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spricht man dann von einem Apparat fiir den Satz {2, B} vertriglicher Observablen, wobei
man offenlédsst, wie der {2, B}-Apparat ,,intern“ aussieht. Da es auf die interne Reihenfolge
nicht ankommt, ist sogar ein {2, 8}-Apparat denkbar, der die beiden ,Fragen“ gar nicht
nacheinander, sondern gleichzeitig stellt. Generell spricht man im Fall 1 von einer Messung
der vertrdaglichen Observablen %, B zugleich und im Fall 2 von einer Umprdparation beziiglich
der vertriglichen Observablen 2, B zugleich. Die interne Realisierung kann dabei so sein,
dass zugleich gleichzeitig bedeutet — wie meist gesagt wird — oder auch nicht. Dem {2, 8}-
Apparat wird der Projektionsoperator von Gl. (4.337) zugeordnet, und die Messung des
Satzes bzw. die Umpréparation beziiglich des Satzes wird symbolisch folgendermaifsen
dargestellt:

~ ~

P=R0)=0R

Ja

Nein

{%, B}: Messwertpaar (a;, bj)
mita; € (A) C o(A),
b; € 7(B) C o(B)?

Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, die Verallgemeinerung des
3. und 4. Grundgesetzes fiir einen Satz {2, B} vertrdglicher Observablen zu formulieren, d. h.
Aussagen uber die Messung eines Satzes {2, B} vertrdglicher Observablen und die Umpripa-
ration bzgl. eines Satzes {2, B} vertriglicher Observablen zu machen. Dabei lassen wir den
bisher noch enthaltenen trivialen Fall P = 0 weg und fragen von vornherein nur nach
Eigenwertpaaren (a,, b,,) mit (n, m) € I(4, B).

Verallgemeinerung des 3. Grundgesetzes:
Messung eines Satzes {2, B} vertraglicher Observablen (¢ ,fest”)

Annahme: o(A) = 04(A4) ={a;, ay, ...}, o(B) = 04(B) = {b;, b,, ...}

Y sei der Zustandsvektor einer reinen Gesamtheit zu einem bestimmten
Zeitpunkt, gefragt ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass man bei einer
Messung des Satzes {2, B} vertriaglicher Observablen zum betreffenden
Zeitpunkt ein Messwertpaar (ay,, by,), (n,m) € i(4, B) C I(4, B), findet.

Symbolisch dargestellt:
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B
v Ja
N Nein N = NW

{A, B}: Messwertpaar (a,, by,),
(n, m) € i(A,B) C I(A, B)?

(a): Dem Messapparat wird der Projektionsoperator
D I (4.338)

(n,m)€i(A,B)
zugeordnet.

(b): Fir die gesuchte Wahrscheinlichkeit gilt

W = |Py|>. (4.339)

Bemerkungen:

1. Die entsprechende Formulierung fiir allgemeine Spektren o(A), o(B) bietet keine
grundsitzlichen Schwierigkeiten, sie ist nur formal komplizierter.

2. Die Verallgemeinerung auf Sétze von mehr als zwei paarweise vertrdglichen Observablen
bringt nichts grundséitzlich Neues mit sich, es treten lediglich mehr Messwerte,
mehr Indizes etc. auf (siehe auch Abschnitt 4.15).

3. Redundanz in den Grundgesetzen stort nicht. Wir hiatten deshalb das 3. Grund-
gesetz von Anfang an fir Sitze von n paarweise vertriaglichen Observablen postu-
lieren kénnen. Hier haben wir die verallgemeinerte Form des 3. Grundgesetzes
als Satz aus der einfachen Form des 3. und 4. Grundgesetzes von Seite 285 und
Seite 290 gewonnen.

4. Spezialfall: Wahrscheinlichkeit W,,,,, bei einer Messung von {2, 8} das Messwert-
paar (a,, b,,), (n,m) € I1(A, B), zu finden

Mit i(A, B) = {(n,m)} folgt P = P,,,,, und man erhilt (s. Gl. (4.325))

8nm

Wam = ”pnml;b”2 = Z |<unmaa¢>|2- (4.340)
a=1

Gilt g,,;, = 1, ist also 94(ay, by,) eindimensional, so vereinfacht sich dies zu

Wam = |<unma¢>|2' (4.341)
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5.

7.

Die Wahrscheinlichkeit W,,, bei einer Messung von % allein den diskreten Messwert
a, zu finden, ist nach dem 3. Grundgesetz durch Gl. (4.215) mit P, = Q,, gegeben.
Da fiir den Projektionsoperator Q,, die ,Zerlegung® (4.328) gilt, kann man diese
Wahrscheinlichkeit auch in der Form

Wo = D Wm (4.342)
m: (n,m)el(A,B)

schreiben. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung von 2 allein den diskreten
Messwert a,, zu finden, ist also gleich der Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung
des Satzes {2, B} fur A den Messwert a,, und fir B irgendeinen der Messwerte b,, zu
finden, welche gemeinsam mit a,, auftreten kénnen.

Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung von {2, 8} irgendeines der moglichen
Messwertpaare zu erhalten, muss natiirlich eins sein. Dies ist durch die Vollstan-
digkeitsbeziehung (4.327) und die im 1. Grundgesetz erhobene Forderung ||| =1
gewahrleistet.

Zut ,fest“s. Punkt 8 der Bemerkungen zum 3. Grundgesetz auf Seite 287.

8. Siehe Punkt 9 der Bemerkungen zum 3. Grundgesetz auf Seite 287.
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Verallgemeinerung des 4. Grundgesetzes:

Umpraparation beziiglich eines Satzes {9, 8}
vertraglicher Observablen (¢ ,fest”)

Annahme: o(A) = 04(A) ={ay,a,, ...}, o(B) = a4(B) = {by, b,, ...}

¥ sei der Zustandsvektor einer reinen Gesamtheit zu einem bestimmten
Zeitpunkt, gefragt ist der Zustandsvektor jener neuen reinen Gesamtheit,
welche man durch eine Umpréaparation beziiglich des Observablensatzes
{2, B} (A, B vertriaglich) zum betreffenden Zeitpunkt erhélt, wenn man
dabei Systeme mit Messwertpaaren (a,, b,,), (n,m) € i(A,B) C I(A, B),
auswahlt.

Symbolisch dargestellt:

)

'50 Ja ,¢r

— S —

Nein

{A, B}: Messwertpaar (a,, b,,),
(n,m) € i(A,B) C I(4, B)?




4.13 Vertrdgliche Observablen

(a): Dem Praparationsapparat wird der Projektionsoperator

A A

P = 2 P (4.343)
(n,m)€i(A,B)
zugeordnet.

(b): Eine neue Gesamtheit wird nur unter der Voraussetzung Py # 0
erzeugt. Fur den gesuchten Zustandsvektor gilt

Py
= 1 (4.344)
i 1Pl

Bemerkungen:

1.-3.

4.-6.

Die Aussagen der Punkte 1 bis 3 der Bemerkungen zur Verallgemeinerung des
3.Grundgesetzes auf Seite 325f gelten sinngemafs auch hier.

Die Punkte 1 bis 3 der Bemerkungen zum 4. Grundgesetz auf Seite 290f gelten
unverandert.

Zut ,fest“s. Punkt 8 der Bemerkungen zum 3. Grundgesetz auf Seite 287.

Spezialfall: Angenommen die Operatoren A, B besitzen zu dem diskreten Eigen-
wertpaar (a,, b,,) nur einen linear unabhingigen gemeinsamen Eigenvektor, d. h.
es sei g,,, = 1. Unter der Voraussetzung, dass der Zustandsvektor i zu diesem
Eigenvektor u,,, nicht orthogonal ist (( u,,,, ) # 0), betrachten wir die folgende
Umpraparation:

P

J
v | Unm

Nein

{2, B}: Messwertpaar (a,, b,,)?
8um =1
(n, m fest, (n,m) € I(A, B))

Mit dem Projektionsoperator P = P, = {Upm» - ) Unm folgt dann analog zu Punkt 7
der Bemerkungen zum 4. Grundgesetz

zp, = ul’ll’YI'

Der Zustand v’ ist also unabhdngig von ¢, und man bezeichnet die Umpréparation
als Prdaparation. Diese Praparation ist vollstindig, weil sie eine reine Gesamtheit
(einen Zustandsvektor) festlegt.
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Spezialfall einer vollstindigen Préiparation:

P

J
? o Y ="Unm

—— ———

Nein N

{A, B}: Messwertpaar (a,, b;,;)?
8um =1
(n, m fest, (n,m) € (4, B))

Praparation = Filterung + Selektion

Ob & # 0 ist, muss man durch einen ,Vorversuch” klaren, bei dem man einen
Zahler hinzunimmt, mit dessen Hilfe man /" misst.

Im gegebenen Fall nennt man {2, B} einen bzgl. des Messwertpaares (a,, b,,,) (n, m fest)
vollstindigen Satz vertriglicher Observablen. Sind alle Eigenwertpaare von A, B diskret,
und gibt es zu jedem Eigenwertpaar nur einen linear unabhingigen Eigenvektor, so
kann man einen Praparationsapparat bauen, auf dessen Skala man ein beliebiges
Messwertpaar (a,,, by,), (n,m) € I(A, B), wihlen kann. Der Apparat stellt dann eine
reine Gesamtheit mit dem entsprechenden Zustandsvektor u,,, (also Systeme
mit dem Wert a, von % und dem Wert b,,, von 8) her. Durch die verschiedenen
Einstellungen des Apparates wird dabei ein vollstdndiges Vektorsystem ,iiberstri-
chen®. {A, B} wird dann als vollstindiger Satz vertriglicher Observablen ,,an sich“ (d. h.
im engeren Sinn) mit rein diskreten Messwertpaaren bezeichnet.

4.14 Unbestimmtheitsbeziehungen
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Allgemeine heisenbergsche Unbestimmtheitsbeziehung

A, B seien zwei beliebige Observablen eines quantenmechanischen Systems.
Die Vertauschungsbeziehung der zugehorigen Operatoren A, B sei”

A

[4,B] = iK. (4.345)

(Der Fall vertauschbarer Operatoren ist dabei als Sonderfall K = 0 einge-
schlossen.) Dann gilt die allgemeine heisenbergsche Unbestimmtheitsbezie-
hung

Aa-Ab > w (4.346)

“Die Schreibweise iK wird gewdhlt, da dann der Operator K selbstadjungiert ist, also unter
Umsténden einer Observablen K entspricht. Ist dies der Fall, so gilt (1, Ky ) = (K).
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Beweis:

Wir gehen von der aus der Mathematik bekannten schwarzschen Ungleichung
(u,u)Xv,0) > |(u,v)? (4.347)

aus, welche fiir beliebige Hilbertraum-Vektoren gilt.”8:7°
Mit den Operatoren A, B sind auch die Operatoren

—~ ~ —~

SA=A-(A)l, 6B:=B—-(B)l (4.348)

selbstadjungiert, und es gilt o~ A .
[6A,6B] = [A,B] = iK. (4.349)

Einsetzen von u = gﬁz/), v = §1§¢ in die schwarzsche Ungleichung (4.347) gibt zunédchst
(6Ay,6Ap X 6By, 0BY) > [(AY, 6By,

($, (BAP YN Y, (6BRp) > (3, 5ASBY)[?,
also (s. Gl. (4.264))

Aa-Ab > [(,548By). (4.350)
Mit der Identitat
SASE = 3 (5458 -+ 5B3A) + 5 (64 68 — 6B 5A) (4.351)
erhalten wir =D iK
(9, BAGBY)| = 3, DY)+ (%, k). (4.352)

Da die Operatoren D, K selbstadjungiert sind, sind <¢,bzp ) <zp,f<1,b> reell, und es gilt

(3, K9)|
Re ¥,

(. 8A5BY)| = 24/(9.DP)2 + (p.Rp) > (4.353)

Setzen wir dies in Gl. (4.350) ein, so erhalten wir die Unbestimmtheitsbeziehung (4.346).

Wie schon auf Seite 300 betont wurde, haben die Unbestimmtheiten Aa, Ab nichts
mit Messungenauigkeiten zu tun. Sie stellen die statistischen Streuungen der Messwerte
fir Einzelsysteme beztiglich des Mittelwertes in der Gesamtheit dar, sind also ein Maf3
fir die ,Breiten“ der Wahrscheinlichkeitsverteilungen beziiglich der Observablen 2, 8.80

78Fi{ir den Beweis der schwarzschen Ungleichung benétigt man lediglich die in Aufgabe Q1 angefithrten
Eigenschaften des inneren Produktes eines unitdren Vektorraumes.

79Fiir den euklidischen Raum lautet die schwarzsche Ungleichung (u-u)(v-v) > (u-v)? bzw.
|u||v| > |(u-v)|, was unmittelbar aus cos(< u,v) = (u-v)/|u||v| und |cos | < 1 folgt.

80Eine kritische Diskussion der Interpretation der Unbestimmtheitsbeziehungen findet man bei Ballentine,
L.E.: The Statistical Interpretation of Quantum Mechanics. Rev. Mod. Phys. 42 (1970), 358-381.
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Um eine Wahrscheinlichkeitsverteilung experimentell zu tiberpriifen, muss man
durch Messen der betreffenden Observablen an hinreichend vielen Einzelsystemen
der Gesamtheit die entsprechende Haufigkeitsverteilung ermitteln. Diese kann man
aber nur experimentell ,,auflosen®, wenn die Messungenauigkeit sehr klein gegen die
,Breite“ der Verteilung ist. Die Deutung der Unbestimmtheiten als Messungenauigkeiten
ist daher falsch.

Betrachten wir speziell Systeme mit einem Teilchen in einer Raumdimension. Fiir die
Operatoren X, p der fundamentalen Observablen Teilchenort , Teilchenimpuls p gilt die
kanonische Vertauschungsbeziehung (4.148). Der zugehérige Operator K ist also propor-
tional zum Einheitsoperator, und es folgt die heisenbergsche Unbestimmtheitsbeziehung
im engeren Sinne

Ax-Ap > ; . (4.354)

Die iibliche Lehrbuchaussage dazu lautet etwa folgendermafsen: Man kann Teilchenort
und Teilchenimpuls nicht gleichzeitig ,scharf* messen. Misst man Teilchenort und
Teilchenimpuls gleichzeitig, so sind die Ergebnisse mit Ungenauigkeiten (Unschérfen)
behaftet, deren Produkt zumindest den Wert 2 hat.

Abgesehen von dem bereits oben gebrachten Einwand muss man dazu feststellen,
dass der quantenmechanische Formalismus tiberhaupt nur Aussagen tiber die Mes-
sung einer einzigen Observablen oder die ,gleichzeitige“ Messung eines Satzes vertrig-
licher Observablen (Observablen, fiir welche die zugehorigen Operatoren paarweise
vertauschbar sind) gestattet. Der quantenmechanische Formalismus enthélt nichts, was
sich auf ,,unscharfe gleichzeitige Messungen® nicht vertrdglicher Observablen bezieht.
Die Unbestimmtheitsbeziehung (4.354) bezieht sich auf die statistischen Streuungen der
Messergebnisse fiir Teilchenort und Teilchenimpuls in einer Gesamtheit mit dem Zu-
standsvektor 1.8! An einem Teilchen wird dabei jeweils nur eine der beiden Observablen,
d.h. ¢ oder p, gemessen.

Praktisch kann man die Messung so durchfiihren, dass man eine Gesamtheit von 4"
Teilchen (mit hinreichend grofdem .#") in zwei anndhernd gleich grofse Teilgesamtheiten
teilt und an den Teilchen der einen Teilgesamtheit eine Ortsmessung, an den Teilchen
der anderen Teilgesamtheit eine Impulsmessung durchfiihrt. Eine andere Moglichkeit
ist, dass man uberhaupt nur ein Teilchen verwendet, dieses aber vor jeder Messung
derselben Praparationsprozedur unterwirft, und einmal den Ort, einmal den Impuls
usf. misst, bis eine aussagekraftige Statistik erreicht ist. Ermittelt man dann aus den
erhaltenen Haufigkeitsverteilungen fiir Teilchenort und Teilchenimpuls rein rechnerisch
die zugehorigen Standardabweichungen und multipliziert man diese aus, so ergibt sich
fir das Produkt ein Wert, der die Unbestimmtheitsbeziehung erfiillt.

Die Unbestimmtheitsbeziehung (4.354) driickt aus, dass es keine Gesamtheit gleich
praparierter Teilchen geben kann, in der die Observablen Teilchenort und Teilchen-

81Es wire deshalb besser, die Unbestimmtheitsbeziehung als Saiz iiber die statistischen Streuungen zu
bezeichnen.
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impuls zugleich beliebig wenig um den jeweiligen Mittelwert streuen. Es gibt (falls die
Quantenmechanik richtig ist) keine Moglichkeit, Apparate zu bauen, welche zu einem
Anfangszeitpunkt t, eine Gesamtheit von Teilchen priparieren, in der die Observablen
Teilchenort und Teilchenimpuls zugleich beliebig wenig um die Mittelwerte streuen. An-
dert man die Praparation Schritt fir Schritt so ab, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung
W(x,ty) = |P(x, ty)|? schméler und schméler wird, so hat dies (zumindest ab einem be-
stimmten Punkt) zur Folge, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung W(p, to) = |(p, to)|?
breiter und breiter wird.®? Ferner kann sich auch durch die quantenmechanische ,,Dyna-
mik“ aus einer zu einem Anfangszeitpunkt ¢, hergestellten Gesamtheit fiir t > t, keine
Gesamtheit ,,entwickeln®, fir die Teilchenort und Teilchenimpuls zugleich beliebig wenig
streuen.

Es liegt die Frage nahe, fiir welche mathematische Form der Zustandsfunktion in der Be-
ziehung (4.354) das Gleichheitszeichen gilt. Eine Bedingung ist, dass in der schwarzschen Un-
gleichung das Gleichheitszeichen zutrifft, was bedeutet, dass die Vektoren u = ngb, v = 35;[)
proportional sein miissen. Eine weitere Bedingung ist (%, D) = (9, (5)?35 + 513 5)?)1,{)) = 0. Aus
diesen Bedingungen folgt fiir die Zustandsfunktion®3

(= xX0)? i

1 ,
X) = —— €eX r = X +1 ,

V Var & (4.355)

X0, o ER, v €]0,271), &, € R™.

Dies ist allgemeinste Form einer Minimum-Unscharfenprodukt-Zustandsfunktion. Die Parame-
ter xg, po, 0o und y kénnen dabei zeitabhéngig sein, womit dann auch die Zustandsfunktion
zeitabhingig ist.

Die Zustandsfunktion ¥(x, t) Gl. (4.253) ist eine spezielle derartige Funktion. Auch die Grund-
zustandsfunktion uy(x) des linearen harmonischen Oszillators Gl. (4.236) ist von diesem Typ.
Dagegen besitzen die Eigenfunktionen u,(x), n > 1, der ,,Anregungszustinde” des linearen har-
monischen Oszillators (s. Gl. (4.177)) nicht die Form von GI. (4.355). Berechnet man Ax, Ap fir
die Energieeigenzustiande u,(x), so findet man Ax- Ap = (2n+ 1)%, n=0,1,2,...

Die Unbestimmtheitsbeziehung Gl. (4.354) ist jene mathematisch priazise Aussage,
die in der fertigen Theorie das heuristische Unbestimmtheitsprinzip ablost. In ihr fin-
det die Nichtvertriaglichkeit von Teilchenort und Teilchenimpuls ihren quantitativen
Ausdruck. Fiir Systeme mit N Teilchen in drei Raumdimensionen hat man fiir die funda-
mentalen Observablen die Vertauschungsbeziehungen (4.211), und es gelten daher die
Unbestimmtheitsbeziehungen

n
Axaj'Apaj 2

70 a=12..N; j=123. (4.356)

82Mathematisch ist dies durch die Eigenschaften des Fourierintegrals gewéhrleistet.
83Siehe dazu z. B. Schwabl, F.: Quantenmechanik. Springer-Verlag, Berlin und Heidelberg 2007.
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Sind die Operatoren A, B vertauschbar, d.h. gilt K = 0, so lautet die Unbestimmt-
heitsbeziehung (4.346) Aa-Ab = 0, liefert also keine Einschrinkung fir das Produkt der
Unbestimmtheiten. Vertauschbare Operatoren besitzen ein vollstindiges System ge-
meinsamer Eigenvektoren. Da die Unbestimmtheit in einem Eigenzustand zu einem
diskreten Eigenwert nach dem Satz von Seite 303 null ist, kann man daher folgendes
sagen: Besitzen die Observablen %, 8B beide ein rein diskretes Messwertspektrum, so
gibt es ein vollstindiges System von Vektoren i, ndmlich die gemeinsamen Eigenvektoren
der Operatoren A, B, fiir die Aa = 0 und Ab = 0 gilt.?* Eine beliebige Gesamtheit 14sst
sich dann stets nach Messwertpaaren des Satzes {2, 8} vertriaglicher Observablen filtern.
Dies bedeutet, dass man Gesamtheiten préaparieren kann, die in Bezug auf beide Gro-
fsen streuungsfrei sind, wobei man am Priaparationsapparat einstellen kann, welches
Eigenwertpaar die Systeme als Werte der Grofsen 2, 8 ,besitzen® sollen.

Sind die Operatoren A, B nicht vertauschbar, d. h. gilt K # 0, so sind die zugehérigen
Observablen %, B nicht vertriglich. Ist der Operator K proportional zum Einheitsoperator,
so liefert die Unbestimmtheitsbeziehung (4.346) fiir das Produkt der Unbestimmtheiten
eine feste positive untere Schranke mit allen Konsequenzen wie wir sie bei Teilchenort
und Teilchenimpuls besprochen haben. Die Eigenwertspektren von A, B sind dann rein
kontinuierlich, und es gibt keinen einzigen gemeinsamen Eigenvektor®® von A und B und
daher auch keinen Zustand ¢, in dem Aa und Ab beliebig klein sein kénnen. Ist der
Operator K vom Nulloperator verschieden, aber nicht proportional zu 1, so kann es sein,
dass es einen oder mehrere (unter Umstidnden sogar unendlich viele®®) gemeinsame
Eigenvektoren von A und B gibt. Fiir einen gemeinsamen Eigenvektor von A und B zu
einem diskreten Eigenwertpaar gilt dann wieder Aa = 0 und Ab = 0. Dies steht nicht
im Widerspruch zur Ungleichung (4.346), da fiir einen solchen Zustand (1, K ) = 0
gilt. Falls es iiberhaupt gemeinsame Eigenvektoren von A und B gibt, so bilden diese im
Zustandsraum aber jedenfalls kein vollstindiges System.

Ein Beispiel dazu sind die Bahndrehimpulskomponenten eines Teilchens in drei Raumdi-
mensionen. Aus der Vertauschungsbeziehung fiir die Operatoren le, fy Gl. (4.190) folgt die Unbe-
stimmtheitsbeziehung (K = i, reprisentiert in diesem Fall eine Observable)

Al,- Al > h|<2lz>| : (4.357)
Im Zustandsraum 94 = I2(R3) gibt es unendlich viele gemeinsame Eigenfunktionen von Iy, fy
und [, zum Eigenwerttripel {0, 0,0}, und fiir diese gilt Al = Aly,= (1,) = 0. (Da die Operatoren
der Bahndrehimpulskomponenten nur auf die Polarwinkel 9, ¢ wirken®’, ist jede nur von r
abhingige Funktion aus I*(R3?) gemeinsame Eigenfunktion von le, fy und iz zum Eigenwerttripel
{0,0,0}.) Wie das Beispiel zeigt, ist die in einigen Lehrbiichern aufgestellte Behauptung, dass

84Bei kontinuierlichen Spektren kann man aus den zugehdrigen gemeinsamen uneigentlichen Eigenvek-
toren durch Linearkombination ,,Wellenpakete“ bilden, fiir die Aa und Ab beliebig klein sind.

85Fiir die Operatoren X und p haben wir dies in Abschnitt 4.7 explizit gesehen.

86Siehe das folgende Beispiel.

87Dies sieht man, wenn man in den Beziehungen fiir die Operatoren le, iy, iz von Seite 281 zu Kugelkoor-

dinaten tibergeht. Beispielsweise gilt iz = —ih:—(p.
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nicht vertauschbare selbstadjungierte Operatoren keine gemeinsamen Eigenvektoren besitzen
konnen, falsch.

4.15 Vollstandige Satze vertraglicher Observablen.
Vollstandige Praparationen

Von einem Préparationsapparat mochte man haben, dass man ihn verschieden einstellen
kann, wie dies auf Seite 292 fiir einen Satz mit einer einzigen Observablen und im letzten
Absatz von Abschnitt 4.13 fiir einen Satz von zwei vertraglichen Observablen beschrieben
wurde. Wir befassen uns deshalb in diesem Abschnitt nur mit Sitzen vertraglicher
Observablen, die wir als vollstindig ,,an sich“ (d. h. im engeren Sinn) bezeichnet haben.

Der Observablensatz {2} heifst vollstindig, wenn die ,,normierten” Eigenvektoren von
A eine bis auf unimodulare Faktoren eindeutig bestimmte ,orthonormierte® Basis von
96 bilden. Das Spektrum von 2 kann dabei von beliebigem Typ sein. Ein Observablensatz
{9} ist genau dann vollstindig, wenn alle Eigenwerte von A einfach sind. Ist % etwa vom
Typ (d) Abb. 4.1,somuss g, =1,n=1,2,3,...,und gla) = 1, a € [a, +0) gelten.

Ist {2} nicht vollstindig, so kann man eine von A unabhingige, mit 2 vertragliche
Observable 8 hinzunehmen. Unabhingigkeit heifit, dass B nicht als Operatorfunktion
von A geschrieben werden kann, Vertriglichkeit heift, dass [A, B] = 0 gilt.

Der Observablensatz {2, 8} wird dann als vollstindiger Satz unabhdngiger vertrdgli-
cher Observablen bezeichnet, wenn die ,normierten” gemeinsamen Eigenvektoren von
A, B eine bis auf unimodulare Faktoren eindeutig bestimmte ,orthonormierte” Basis
von 94 bilden. Dies ist der Fall, wenn zu jedem Eigenwertpaar (gleichgiiltig, ob die Ei-
genwerte diskret oder kontinuierlich sind) nur ein linear unabhédngiger (eigentlicher
oder uneigentlicher) gemeinsamer Eigenvektor gehort. Bei rein diskreten Spektren
o(A) ={a;,ay, ...}, a(B) = {b;, b,, ...} bedeutet dies g,,,, = 1, d. h. 9%(ay, b,,) eindimensio-
nal, fiir alle (n, m) € I(A, B).

Ist {2, B} nicht vollstandig, so kann man eine von A, B unabhingige, mit A, B ver-
tragliche Observable ¢ hinzunehmen. Unabhéngigkeit von %, 8 heift, dass C nicht als
Operatorfunktion F(A, B) geschrieben werden kann, Vertraglichkeit mit 2, 8 bedeutet,
dass [4,C] =0, [B,C] = O gilt.

Bilden die ,normierten“ gemeinsamen Eigenvektoren von A, B, C eine bis auf unimo-
dulare Faktoren eindeutig bestimmte ,,orthonormierte“ Basis von 94, so ist der Observa-
blensatz {2, B, C} ein vollstindiger Satz unabhdngiger paarweise vertriglicher Observablen,
gibt es hingegen noch Eigenwerttripel von A, B, C, zu denen mehrere linear unabhingige
(eigentliche oder uneigentliche) gemeinsame Eigenvektoren gehoren, so ist der Satz
{A, B, 6} nicht vollstandig usf.

Es gilt der folgende wichtige Satz:
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Satz

Besitzt ein System f Freiheitsgrade, so gibt es vollstindige Satze unabhéngiger
paarweise vertriglicher Observablen mit f Observablen: {2AM, A, ... a()}
bzw. {8W, 8, . 8} usf. Umgekehrt muss aber ein Satz von f unabhingi-
gen paarweise vertraglichen Observablen nicht unbedingt vollstandig sein.

Beispiele:

1) Systeme mit einem spinlosen Teilchen in einer Raumdimension

Fir diese Systeme gilt f = 1. Wahrend der Satz {p} (p Teilchenimpuls) vollstandig ist
(s. Gl. (4.154)), ist der Satz { T} (T kinetische Energie) nicht vollstindig (s. Gl. (4.170)).
2) Wasserstoffatom ohne Beriicksichtigung des Elektronenspins®®

Fir dieses System gilt f = 3. Der Satz {§} ist nicht vollstiandig, da g, = n? firn = 2,3, ...
grofser als eins ist. Nehmen wir zur Observablen $ die von ihr unabhéangige und mit
ihr vertragliche Observable I? (Quadrat des Bahndrehimpulses) hinzu, deren Operator
durch I? gegeben ist, so gelten die Eigenwertgleichungen

Huppm, = Enlpim, » (4.358)

' Pupim, = 10+ DA Uy, (4.359)
mit

n=1273,..; 1=012,....,.n—1; m=—-L,-1+1,...,+l. (4.360)

(Die Losung wurde dabei nur fiir den diskreten Teil des Energiespektrums angeschrieben,
nicht aber fir das Kontinuum bei E > 0.)

Der Satz {§,1?} ist nicht vollstindig, da g,; = 2l + 1 firl = 1,2,... grofer als eins ist.
Nehmen wir zusétzlich die von $,[? unabhingige, mit §, [? vertragliche Observable [,
(z-Komponente des Bahndrehimpulses) hinzu, deren Operator durch I, gegeben ist.
Dann gilt zusétzlich zu den Gleichungen (4.358) und (4.359) die Eigenwertgleichung

Ly Ui, = MR Uiy, (4.361)

Der Satz {$, [, [} ist vollstindig, da fur alle (n, I, m;) aus der durch Gl. (4.360) definierten
Indextripelmenge gp;,, = 1 gilt. (Zum kompletten Beweis der Vollstandigkeit dieses
Observablensatzes gehort allerdings, dass auch fiir das Energiekontinuum bei E > 0
gezeigt wird, dass die Vielfachheiten 8Eim, fir alle E, I, m; eins sind.)

Vollstandige Praparation

Es sei {4, 5a®@, .. AN} ein volistindiger Satz unabhéngiger paarweise ver-
traglicher Observablen. Zu den zugehorigen moglichen Messwert-f-tupeln
sollen diskrete Messwert-f-tupel gehéren. Fernerseil(AD, A®), ..., A()) = |
die zu den diskreten Messwert-f-tupeln gehorige Menge von Index-f-

88Sjehe dazu Seite 282.
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tupeln und u,,n,...» ’ der (bis auf einen unimodularen Faktor eindeutig be-

stimmte) auf eins normierte gemeinsame Eigenvektorvon AW, A@), ... A(S)
zu einem diskreten Messwert-f-tupel (a%ll), a%), s ag,J;)), (ny,ny, ..., nf) el

Filterung einer beliebigen Gesamtheit nach Messwert-f-tupeln beziiglich

des Observablensatzes {9, A@), ... A} und Selektion der Systeme zu ei-

nem diskreten Messwert-f-tupel (affl), aslzz), s aﬁ{?) liefert dann eine reine

Gesamtheit mit dem Zustandsvektor uy p, . "
Symbolisch dargestellt:

~

P

Ja
7 ¢=un1ng...nf

? % Nein N

{aA® 9@ A} Messwertsatz (aﬁ}l), a%), s aS{;))?
[n1, 1, ..., ny fest, (ny,n,, ..., np) €1

Praparation = Filterung + Selektion

Die Bestimmung von 4" (und Uberpriifung, ob & # 0 ist) erfolgt durch
einen ,Vorversuch“ mit Zahlung.

Bemerkung:

Hat man einen vollstindigen Satz vertriaglicher Observablen, gibt es jedoch keine
zugehorigen diskreten Messwertsitze (d. h. Messwertsétze, bei denen alle f Eigenwerte
diskret sind), so kann man mithilfe eines solchen Observablensatzes keine vollstindige
Praparation durchfiihren.

Beispiel: Wasserstoffatom ohne Bertlicksichtigung des Elektronenspins
Symbolische Darstellung der Praparation:

Ja
? Y=Usq1

? H—Atome %Nein N H—-Atome

{9, 12 1,}: Messwerttripel (E, = —me*/8h?, 2h?, —h)?

Die Zustandsfunktion der auf diese Weise préparierten Gesamtheit von Wasserstoffato-
men ist gemafs Gl. (4.197) unmittelbar nach der Préparation durch

P(r) =uy;,1(r) =Ru(r) Y1,_1(9,9) (4.362)
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gegeben. Setzt man die Radialfunktion und die Kugelflachenfunktion ein, so erhélt man
1 r

. . h?
— e T2 gin e i, q:=

ooz 2a i (4.363)

»(r) =

Siehe dazu die Aufgabe Q25.

4.16 Problemstellung in der klassischen Mechanik
und in der Quantenmechanik

Wir haben die Grundgesetze und Korrespondenzregeln systematisch auf ein einfaches
System, den linearen harmonischen Oszillator, angewendet. Insbesondere haben wir
anhand dieses Systems die Konzepte der Priparation, Umpriparation und Messung
sowie die zeitliche Entwicklung und den quasiklassischen Grenzfall illustriert. Die An-
fangsbedingungen wurden dabei so gewéhlt, dass sich alle auftretenden Integrale und
unendlichen Summen berechnen lassen. Zweifellos kann ein solches Beispiel einen
nitzlichen Beitrag zum Verstindnis der Rechenmethoden und Interpretation der Theo-
rie leisten. Es kann aber der Eindruck entstehen, dass die praktisch bedeutungsvollen
Fragestellungen in der Quantenmechanik im Prinzip gleich sind wie in der klassischen
Mechanik, lediglich an die Stelle streng deterministischer Aussagen Wahrscheinlichkeits-
aussagen Uiber Einzelsysteme treten (wobei die Wahrscheinlichkeit als Absolutquadrat
einer komplexen Amplitude zu berechnen ist, was die Moglichkeit der Interferenz er-
offnet). Dies trifft aber nicht zu, da die experimentellen Methoden, mit deren Hilfe man
sich Informationen tiber Mikrosysteme verschaffen kann, viel indirekter sind.

Bleiben wir der Einfachheit halber beim Beispiel des linearen harmonischen Oszil-
lators. In der klassischen Mechanik spielt dabei die Dynamik die iberragende Rolle. Prak-
tisch bedeutungsvolle Fragen sind: Wodurch sind x(¢), p(t) fir gegebenes x(t,), p(ty)
gegeben? Wie dndert sich das Bewegungsgesetz, wenn Dadmpfung vorhanden ist? Wie
andert sich das Bewegungsgesetz, wenn Anharmonizitiat (mathematisch beschrieben
durch ein ,Stérpotential“ W(x) = A1x> + ux*, 1 € R, u € R*) vorhanden ist? — Wird
der lineare harmonische Oszillator in der Quantenmechanik fiir die Beschreibung der
Schwingungen eines zweiatomigen Molekiils verwendet, so spielt im Zusammenhang
mit den Messungen an derartigen Molekiilen die Zeitabhédngigkeit (,Dynamik®) nur
eine untergeordnete Rolle. Was man in erster Linie berechnen muss, ist das Linienspek-
trum der von Molekiilen emittierten elektromagnetischen Strahlung, d. h. die Frequenzen
und Intensitdten der auftretenden Spektrallinien. Ein Teil des Linienspektrums kann
als Schwingungsspektrum interpretiert werden, und die betreffenden Kreisfrequenzen,
welche im Infrarotbereich liegen, ergeben sich geméaf w,,,,» = (E,,—E,/)/h, n > n’,aus den
Energieeigenwerten des zur Beschreibung der Molekiilschwingungen verwendeten Os-
zillators. Man interessiert sich also fiir das Eigenwertproblem von H, d. h. fiir die Lésung
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der zeitunabhdngigen Schrodingergleichung. Muss man zur quantitativen Beschreibung
des Schwingungsspektrums eine gewisse Anharmonizitit berticksichtigen, so muss
man mittels Stéorungstheorie niherungsweise die Energieeigenwerte E,, des ,,gestorten®
Hamiltonoperators berechnen, der gegentiber Gl. (4.174) noch den zuséatzlichen Term
W(X) = A1%3+ ux* enthilt.®’ Die Intensitaten der Spektrallinien sind allgemein proportio-
nal zu den Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen stationdren Zustidnden verschiedener
Energie zufolge der Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Strahlungsfeld. Fir
die Ableitung der Formel fiir derartige Ubergangswahrscheinlichkeiten benétigt man
zwar die zeitabhdingige Schrodingergleichung, bei konkreten Beispielen setzt man aber
nur mehr in diese Formel ein.

89Dje Energieeigenwerte sind dann nicht mehr dquidistant. Siehe z. B. Aufgabe 5.3 von Grau, D.: Ubungs-
aufgaben zur Quantentheorie, http://www.dietrich-grau.at/
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Aufgaben zur Quantenmechanik

Q1
(@) Verifiziere, dass das durch Gl. (4.68) definierte innere Produkt ( f, g ) die folgenden
vom inneren Produkt in einem unitiren Raum verlangten Eigenschaften besitzt:

@i1) (f,.f)>0, Vfed, f+#0
(i2) (f.8)=(&f)

(i3) (frag)=a(f.g), a€C
(i4) (f,.8+h)=(f.g)+{f.h)

(b) Zeige, dass aus (i1) bis (i4) unmittelbar

(f+9,8)=(f.8)+(9,2)

(Bf.g)=p*f.g), BEeC
folgt.

Q2 Zeige, dass der auf Seite 251 in Tabelle 4.1 definierte Impulsoperator p im Hilber-
traum 9% = I*(R) selbstadjungiert ist, d. h. die Eigenschaft (4.87) besitzt.

Anleitung: Beachte, dass jede stetig differenzierbare und absolut quadratisch integrierbare
Funktion im Unendlichen einen Grenzwert besitzt, und dieser Grenzwert null ist.

Q3 Zeige, dass ein Projektionsoperator P nur die Eigenwerte 1, 0 besitzen kann.

Q4 Beweise: Sind Q und R Projektionsoperatoren mit der Eigenschaft QR = 0 (so ge-
nannte orthogonale Projektionsoperatoren, d. h. Projektionsoperatoren zu orthogonalen
Teilrdumen), so ist auch P = Q + R Projektionsoperator.

Q5 Ineinem dreidimensionalen reellen Vektorraum sei ein symmetrischer®® Operator
A definiert.
Fall1: Der Operator A besitze drei nicht entartete Eigenwerte a;, a,, a;.
Fall2: Der Operator A besitze einen zweifachen Eigenwert, a;, und einen einfachen
Eigenwert, a,.
Stelle in jedem der beiden Fille anschaulich dar:

9ODer Begriff des symmetrischen Operators stellt beim reellen Vektorraum das Analogon zum selbstad-
jungierten Operator beim komplexen Vektorraum dar.
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(a) die auf eins normierten orthogonalen Eigenvektoren,

(b) die Komponentenzerlegung eines beliebigen vorgegebenen Vektors f im betref-
fenden Eigenvektorsystem,

(c) die Eigenrdume %4(a,) zu den Eigenwerten a,,,

(d) die Wirkung der zu diesen Eigenrdumen gehorigen Projektionsoperatoren P, auf
den Vektor f und

(e) den Inhalt der Beziehung

3 2
Falll: f=) P.f; Fall2: f=) P.f.
n=1 n=1

Q6 \Verifiziere, dass das Einsetzen der Spektralform (4.141) in die Losung des Eigen-
wertproblems Gl. (4.114), (4.115) eine Identitéat ergibt.

Q7 Beweise die kanonische Vertauschungsbeziehung (4.148).

Q8 Spezialisiere den allgemeinen Entwicklungssatz von Gl. (4.120) auf den Fall der
in GI. (4.172) angeschriebenen (geméfs Gl. (4.173) ,,normierten”) Eigenfunktionen des
Operators der kinetischen Energie eines Teilchens in einer Raumdimension.

Q9 Beweise mithilfe der fundamentalen Vertauschungsbeziehungen (4.188) die
Bahndrehimpuls-Vertauschungsbeziehungen (4.190) und die Vertauschungsbeziehung
(4.191). Beweise ferner, dass der Hamiltonoperator (4.193) mit den Operatoren l}, j=1,2,3,
svertauschbar® ist.

Q10 Schreibe die Wirkung des Hamiltonoperators (4.206) auf ein Element des Hilber-
traumes I?>(R3, C?) in ausfiihrlicher Form an.

Q11 Berechne die Fouriertransformierte der Zustandsfunktion 1(x) Gl. (4.92).

Q12 Berechne die Entwicklungskoeffizienten c,, von Gl. (4.227).

Anleitung: Setze in

1 1
= o Rf 5 exp{~2[(E —aap+ 2]} Ha(®)
242

= o o] [esenHe- ST e

2inl

R
fir H, (&) die Differentialdarstellung
dl’l
Ha(® = (1" e g ¥ neNo

ein und integriere n-mal partiell.
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Q13 Berechne die Wahrscheinlichkeiten W, W; und W, von Gl. (4.229)
(a) furden Fall aa =1;
(b) fiir den Fall cxa = 103.

Q14 Zeige durch Ableiten von ix(1;, ;) nach der Zeit, dass die Norm einer beliebigen
Losung der zeitabhéngigen Schrodingergleichung zeitunabhéngig ist.

Q15 Schreibe fiir die Experimente von Seite 296 folgende Beziehungen an:
Experiment 1:
(a) das5.Grundgesetz (Schrodingergleichung und Anfangsbedingung) fiir die Berech-
nung von i, ;
(b) das 3.Grundgesetz fiir die Berechnung der Zahlraten 4;,(t;).
Experiment 2:
(a) das5.Grundgesetz (Schrodingergleichung und Anfangsbedingung) fiir die Berech-
nung von ¥;;
(b) das 4.Grundgesetz fiir die Umpréaparation ¥, — ¥;;
(c) das 3.Grundgesetz fiir die Berechnung von 4" aus A°;
(d) das5.Grundgesetz (Schrodingergleichung und Anfangsbedingung) fiir die Berech-
nung von ¥y ;
(e) das 3.Grundgesetz fir die Berechnung der Zahlraten ;,(t;).

Q16 Fiihre mithilfe der erzeugenden Funktion der Hermitepolynome die unendliche
Summation in Gl. (4.252) durch.

Hinweis: Die erzeugende Funktion der Hermitepolynome ist durch

o

F(,5) == exp[—s® + 2&s] = Z P%'g) s"
n=0 :

gegeben.
Q17 Berechne die Fouriertransformierte der Zustandsfunktion (x, t) Gl. (4.253).

Q18 Aufwelche Weise, d. h. durch welchen Apparat, muss eine Gesamtheit von linea-
ren harmonischen Oszillatoren zum Zeitpunkt ¢, = 0 prapariert werden, damit

P(x, 1) = up(x) e~ (/MEnt
die Zustandsfunktion der Gesamtheit fir t > 0 darstellt?
Q19 Durch Filterung beziiglich der Energie und Selektion der Systeme mit dem Mess-

wert Ey = %ha)o wird zum Zeitpunkt t, = 0 eine Gesamtheit von linearen harmonischen
Oszillatoren prapariert.
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(a) Wie grofs ist dann die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass man bei einer Ortsmessung
an einem einzelnen Oszillator zum Zeitpunkt ¢t > 0 einen Messwert x aufserhalb
der klassischen Umkehrpunkte findet?

(b) Wie grofs ist dann die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass man bei einer Impulsmessung
an einem einzelnen Oszillator zum Zeitpunkt ¢t > 0 irgendeinen Messwert p > 0
findet?

Anleitung zu (a): Verwende, dass die Fehlerfunktion

Ui

2 2
D) = = f dg e

/g

firn =1 bzw.n — +oo die Werte
®(1) = 0,84270, P(4+o0) =1

annimmt. Beachte auch die Anmerkung im Anschluss an Gl. (4.287).
Losung:

(a) W=0,15730, d. h. es werden in der Gesamtheit rund 15,7 % der Oszillatoren mit ,Elonga-
tionen“ aufserhalb der klassischen Umkehrpunkte angetroffen.

b W=73
Q20 Die Wahrscheinlichkeitverteilung beziiglich der Energie sei fiir eine Gesamtheit
von linearen harmonischen Oszillatoren durch Gl. (4.250) gegeben. Zeige unter Verwen-

dung der Formeln (4.272) bis (4.276), dass mit 1 = a?a?%/2 fiir die Momente ( H), ( H?)
und (AE)? die folgenden Beziehungen gelten:

(H) = iEan = (A+3)he,
n=0
(H?) = iE,%Wn = [/1(/1+1)+/1+§](hw0)2,
n=0
(AER = (B2)—(H? = [A A+ 1)+ A+ % ~(1+ %)2](%0)2 = A(hwp)?.

Versuche das Ergebnis fiir ( H) auch mithilfe der entsprechenden Zustandsfunktion
P(x,t) Gl. (4.253) und der Formel

n? 92 mwd

()= i) = [dxprnnf-g 25+ 750 pe)

R

zu erhalten.
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Q21 Berechne die Grolen Ax, Upmax = |{ P Mmax/M = woa, Av := Ap/m, (H)und AE
fur das Oszillatorbeispiel von Seite 304 bis 307 fiir die Zahlenwerte m = 100 g, w, = 10 Hz
und a = 10cm, und zeige, dass fiir diese Werte die Bedingungen

2AX <K a, 2A0 K Uy, 2AE < (H)
extrem gut erfiillt sind (,,linke“ Seiten jeweils um rund 15 Gréfsenordungen kleiner).

Q22 Uberlege wie man eine Gesamtheit priparieren muss, damit der Zustandsvektor
unmittelbar nach der Priparation die Form (4.290) besitzt.

Anleitung: Unterscheide die Félle g,, = 1und g, > 1.

Q23 Beweise Gl. (4.291) durch Einsetzen der Anfangsbedingung (4.290) in die allge-
meine Losung (4.247) der zeitabhdngigen Schrodingergleichung.

Hinweis 1: Vor dem Einsetzen der Anfangsbedingung miissen die Summationsindizes in
Gl. (4.247) in n’, v umbenannt werden.

Hinweis 2: Die Beziehung (4.247) hat zur Voraussetzung, dass der Hamiltonoperator ein rein
diskretes Spektrum besitzt. Besitzt H daneben ein kontinuierliches Spektrum, so kommt noch
ein entsprechender Integralbeitrag hinzu. Da aber die in der Anfangsbedingung vorkommenden
Eigenvektoren u,,, v = 1,2, ..., g,, Zu allen uneigentlichen Eigenvektoren orthogonal sind, kann
man flir den verlangten Beweis ohne Einschriankung der Allgemeinheit die Beziehung (4.247)
benttzen.

Q24 Beweise: Sind Q und R Projektionsoperatoren mit der Eigenschaft RO = OR,
dann ist auch P = RO = QR Projektionsoperator.

Q25 \Verifiziere, dass die Funktion von Gl. (4.363) auf eins normiert ist, dass also

<¢,¢>=fd3r|¢<r)|2= 1

R3

gilt. Wie lautet die Zustandsfunktion einer Gesamtheit von Wasserstoffatomen zum
Zeitpunkt t > 0, falls die Zustandsfunktion zum Zeitpunkt t, = 0 durch ¢ Gl. (4.363)
gegeben ist?
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Sind bei einem Indexeintrag mehrere Skriptumstellen angefiihrt, so verweisen allféllige schrig
gestellte Seitenzahlen auf die wichtigsten Stellen fiir den betreffenden Eintrag.

A

Antisymmetrisierungsprinzip fir Systeme
mit identischen Fermiteilchen 264

Antreffwahrscheinlichkeit, Erhaltung 244

Antreffwahrscheinlichkeitsdichte fiir ein
Teilchen 230, 236, 244, 288, 299

Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
siehe Antreffwahrscheinlich-
keitsdichte

Bahndrehimpulsoperator 281
Vertauschungsbeziehungen der Kompo-
nenten 281
Beugung von ,Mikroobjekten®in der
klassischen Feldtheorie,
klassischen Teilchentheorie
und Quantentheorie 222-228
Bewegungsgleichungen 295, 311
bohmsches Fithrungsfeld fiir ,,Mikro-
objekte” 221-222, 225-227
bohrsche Komplementaritit 222
bohrscher Dualismus 222
bornsche Interpretation des Absolut-
quadrats der de Broglie-
Schrédinger-Feldfunktion 230, 244,
254
Verallgemeinerung auf beliebige Obser-
vablen beliebiger Systeme 287
Boseteilchen 264

(o
Coulombpotential 220

Coulombstreuung
identischer Teilchen 220
nichtidentischer Teilchen 220

D

de Broglie-Schroédinger-Materiefeld-
theorie 228-230, 243
Dispersionsbeziehung fiir de Broglie-
Materiewellen kréftefreier
Materie 229
Energiedichte des Materiefeldes 250
Erhaltung der Masse 230, 243
Kontinuitétsgleichung 243
Materiedichte 243
Materiestromdichte 243
Materiewellen 229
Wellenpakete 229-232
Zerfliefsen kriftefreier 229-230
de Broglie-Wellenldnge 227
determinative Messungen siehe Messungen
Differentialoperatoren 250, 261, 277
Dispersionsbeziehung fiir de Broglie-
Materiewellen kréftefreier
Materie 229
~Doppelnatur® von Licht und Materie
220-222
Dualismus siehe bohrscher Dualismus

E

ehrenfestsche Gleichungen 313-315
Eigenwertproblem sieke selbstadjungierte
Operatoren, Eigenwertproblem
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Eigenwertspektrum siehe selbstadjungierte
Operatoren, Spektrum
Einstein-de Broglie-Beziehungen 229
Energiedichte des de Broglie-Schrédinger-
Materiefeldes 250
Entartungsgrad siehe Vielfachheit
Entartung von Eigenwerten 266
Erhaltung
der Antreffwahrscheinlichkeit in
der Quantenmechanik 244
der Masse in der de Broglie-Schrodinger-
Materiefeldtheorie 230, 243
der Norm des Zustandsvektors 295
Erhaltungsgrofsen
in der klassischen Mechanik 242, 310
in der Quantenmechanik 310
Erwartungswerte siehe Mittelwerte

F

Fiihrungsfeld siehe bohmsches Fiihrungs-
feld fir ,Mikroobjekte®
Fermiteilchen 264
fouriersches Integraltheorem 276
fundamentale Observablen
fir N spinlose Teilchen in drei Raumdi-
mensionen 284
fiir ein Spin-3-Teilchen in drei Raumdi-
mensionen 283
fiir ein spinloses Teilchen in drei Raum-
dimensionen 281
fiir ein spinloses Teilchen in einer Raum-
dimension 275
fundamentale Vertauschungsbeziehungen
275,281, 283, 284

G

Gaufsverteilung 304
gemischte Gesamtheiten 292
Gesamtheit
gleich priparierter Systeme 259
streuungsfreie (beziiglich einer Observ-
ablen) 303
Gesamtheiten
gemischte 292
reine 259
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Préparation 291-292, 327-328, 334
gleichzeitige Messung vertriglicher Obser-
vablen siehe Messung eines Satzes
vertraglicher Observablen

H

Hamiltonfunktion 252
eines klassischen anharmonischen
Oszillators 315
eines klassischen Teilchens 241-242,
314
fir die klassische Beschreibung der
Relativbewegung beim Wasser-
stoffatom 282
Hamiltonoperator 252, 295, 314
,plétzliche“ Anderung 293
Bedingungen dafiir, dass die Mittelwerte
aller Orts- und Impulskomponenten
die klassischen Beziehungen erfiil-
len 316
des linearen harmonischen Oszillators
278
Eigenwertproblem siehe Schrodinger-
gleichung, zeitunabhéngige
fir das Heliumatom ohne Beriicksichti-
gung des Spins 284
fiir die ,,Relativbewegung” des
Wasserstoffatoms bei Beriick-
sichtigung des Spin 284
fir die ,,Relativbewegung® des
Wasserstoffatoms ohne Bertick-
sichtigung des Spins 282
fiir einen linearen anharmonischen Os-
zillator 315
hamiltonsche kanonische Bewegungs-
gleichungen
fiir einen klassischen anharmonischen
Oszillator 315
fiir einen klassischen harmonischen
Oszillator 242
fir ein klassisches Teilchen 242, 313,
314
hamiltonsche Mechanik eines klassischen
Teilchens 241-242
Heisenberghild 295
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heisenbergsche Unbestimmtheitsbe-
ziehungen siehe Unbestimmit-
heitsbeziehungen
Hilbertrdume 256-259
lineare Operatoren 258
selbstadjungierte Operatoren 258
separable 257
Entwicklungssitze 258
vollstdndige Orthonormalsysteme 258
Zerlegung der Einheit 273

I

idempotente Operatoren 271, 272, 285
identische Teilchen 263-265
Impulsoperator
fiir ein Spin-;-Teilchen in drei Raumdi-
mensionen 283
fiir ein spinloses Teilchen in drei Raum-
dimensionen 281
fiir ein spinloses Teilchen in einer Raum-
dimension 252, 275
»,Orthonormierungsbeziehungen® fiir
die Eigenfunktionen 276
Eigenfunktionen 276
Eigenwertgleichung 276
Entwicklungssatz 276
Spektrum 276
Impulsoperatoren fiir N spinlose Teilchen in
drei Raumdimensionen 284
inneres Produkt von Hilbertraum-Vektoren
256,261-264
Integraloperatoren 277
Interpretationsfragen der Quantenmechanik
232-235

K

kanonische Bewegungsgleichungen
siehe hamiltonsche kanonische
Bewegungsgleichungen

kanonische Vertauschungsbeziehungen sie-
he fundamentale Vertauschungsbe-
ziehungen

kohérenter Zustand eines linearen harmoni-
schen Oszillators 305

Kommutator 275

Kommutatorbeziehungen siehe
Vertauschungsbeziehungen
Komplementaritit siehe bohrsche Komple-

mentaritit
Kontinuitétsgleichung
in der de Broglie-Schrédinger-
Materiefeldtheorie 243
in der Quantenmechanik 244
Kopenhagener Deutung der Quantentheorie
222
Korrespondenzprinzip in der Quantenme-
chanik 239, 241, 245, 307
Korrespondenzregeln 240-241, 259-260,
Wahl der Operatoren fiir die Beschrei-
bung von Messgrofien 274-284
Wahl des Zustandsraumes 261-265

L

lineare Operatoren 258
linearer anharmonischer Oszillator
Hamiltonoperator 315
linearer harmonischer Oszillator
Energieeigenfunktionen 255
Entwicklungssatz 279
Orthonormierungsbeziehungen 255,
279
Vollstandigkeitsbeziehung 279
Energieeigenwerte 255
Hamiltonoperator 278, 279
kohérenter Zustand 305

M

Materiefeldtheorie, klassische siehe
de Broglie-Schrodinger-
Materiefeldtheorie
Materiewellen 229
Matrizenmechanik 261
Messung
einer Observablen 285
eines Satzes vertriglicher Observablen
324
Messwertspektrum einer Observablen 266
Mittelwert
der Gesamtenergie eines Teilchens 249
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der kinetischen Energie eines Teilchens
248-249
der potentiellen Energie eines Teilchens
248
des Teilchenimpulses 246
des Teilchenortes 245
einer allgemeinen Observablen
287, 301-302
,2Bewegungsgleichung® 311
zeitliche Anderung 309
Momente einer Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung 300
Mottstreuung siehe Coulombstreuung identi-
scher Teilchen
multiplikative Operatoren 250, 261

nichtreproduzierbare Messungen
siehe Messungen

Norm eines Vektors in einem unitiren Vek-
torraum 257, 261

o

Observablen
Beschreibung durch lineare selbstad-
jungierte Operatoren 250-251, 266
fundamentale
fiir ein Spin-3-Teilchen in drei
Raumdimensionen 283
fiir ein spinloses Teilchen in drei
Raumdimensionen 281
flir ein spinloses Teilchen in einer
Raumdimension 275
flr N spinlose Teilchen in drei
Raumdimensionen 284
Mittelwerte 287, 301-302
nicht vertrigliche 330-332
Unbestimmtheiten 303
vertrigliche 310, 322-324, 330-332
vollstindige Sitze 292, 328, 333-335
Operatoren
lineare 258
selbstadjungierte 258
Operatorfunktionen 276, 279-281, 284
Ableitung nach den Argumenten
311-313
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Operatorgleichungen 251, 273
Orthogonalisierungsverfahren,
schmidtsches 269
Ortsoperator
fiir ein Spin-;-Teilchen in drei Raumdi-
mensionen 283
fiir ein spinloses Teilchen in drei Raum-
dimensionen 281
fiir ein spinloses Teilchen in einer Raum-
dimension 252, 275
»,Orthonormierungsbeziehungen® fiir
die Eigenfunktionen 275
Eigenfunktionen 275
Eigenwertgleichung 275
Entwicklungssatz 276
Spektrum 275
Ortsoperatoren fiir N spinlose Teilchen in
drei Raumdimensionen 284
Oszillator siehe linearer harmonischer Oszil-
lator oder linearer anharmonischer
Oszillator

P

Paulimatrizen 283
,Pauliverbot” siehe Antisymmetri-
sierungsprinzip
Poissonverteilung 304
poyntingsches Vektorfeld 226
praparative Messungen siehe Umpriparatio-
nen
Projektionsoperatoren
Definition 271
Orthogonalitdtsheziehungen 273, 320
Projektion auf Eigenrdume 272,
319-320
Projektion auf eine direkte Summe von
Eigenrdumen 273
Vollstandigkeitsbeziehung 273, 320
Zuordnung zu Mess- und Priparations-
apparaten 274, 285, 290, 324, 326

Q
Quantenkraft siehe bohmsches Fiihrungs-
feld fir ,,Mikroobjekte”
,quasiklassische Bewegung“ 306
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,quasiklassischer Grenzfall“ beim linearen
harmonischen Oszillator 307

R

reine Gesamtheiten 259
Praparation 291-292, 327-328, 334
reproduzierbare Messungen siehe Umprapa-
rationen
Rutherfordstreuung siehe Coulombstreuung
nichtidentischer Teilchen

S

schmidtsches Orthogonalisierungsver-
fahren 269
Schrodingerbild 295
Schrodingergleichung
zeitabhéingige 295, 308
flir ein spinloses Teilchen in einer
Raumdimension 244, 254, 296
fir Systeme mit r riumlichen
Freiheitsgraden 296
Losung fiir einen gegebenen
Anfangszustand 297-298
stationére Losungen 308—-309
zeitunabhingige 254, 297
flr den linearen harmonischen
Oszillator 254
schwarzsche Ungleichung 329
selbstadjungierte Operatoren 258
Eigenwertproblem 266-270
Entwicklungssatz 270-271
Orthogonalitit und Vollstindigkeit des
Eigenvektorsystems 270
Spektralform 274, 320
Spektrum 266-268
Separabilitdt eines unitiren Vektorraumes
257
Spektralform eines selbstadjungierten Ope-
rators 274, 320
Spektrum eines selbstadjungierten Opera-
tors siehe selbstadjungierte Operato-
ren, Spektrum
Spin
~ganzzahliger” 264
,halbzahliger” 264
Paulimatrizen 283

Spinfreiheitsgrade 240, 287, 295
Spinoperator fiir ein Spin—%—Teilchen
283-284
Spinvariablen 241, 263-265
Vertauschungsbeziehungen 283
Standardabweichung vom Mittelwert siehe
Unbestimmtheit
Standardinterpretation der Quantenmecha-
nik 222, 235, 300
stationdre Zustande 294, 308-309
statistische Kausalitit in der Quantenmecha-
nik 236
Strahlungsfelder, elektromagnetische 337
Symmetrisierungsprinzip fiir Systeme mit
identischen Boseteilchen 264

U

Umpréaparation
beziiglich einer Observablen 290
beziiglich eines Satzes vertraglicher Ob-
servablen 326
Unbestimmtheit
Bedeutung 300, 329
einer allgemeinen Observablen 303
Unbestimmtheitsbeziehungen
fiir allgemeine Observablen 328-329,
332
fir Teilchenorte und Teilchenimpulse
275, 305, 330-331
Minimumwellenpaket 305-306, 331
Unbestimmtheitsprinzip 239, 241, 245, 248,
259,331
Luneigentliche” Eigenvektoren 268, 272
unitire Vektorrdume 256-259
Norm 257
Vollstindigkeit und Separabilitat 257
Unschérfe siehe Unbestimmtheit

Vv

~verborgene Parameter® 221, 226-227, 236
vertauschbare selbstadjungierte
Operatoren
Entwicklungssatz 318
gemeinsames Eigenwertproblem
316-319
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Orthogonalitit und Vollstandigkeit des
gemeinsamen Eigenvektorsystems
317
Spektralformen 320
Vertauschungsbeziehungen
fir die Komponenten des Bahndrehim-
pulses eines Teilchens 281
fiir die Komponenten des Spins eines
Teilchens 283
fundamentale 275, 281, 283, 284
kanonische siehe fundamentale
Vielfachheit von Eigenwerten 266
vollsténdige Orthonormalsysteme 258
vollstindige Priaparationen 259, 292,
327-328, 334
vollstdndige Satze vertriglicher Observablen
292, 328, 333-335
Vollstiandigkeit
eines Orthonormalsystems in einem se-
parablen Hilbertraum 258
eines Satzes orthogonaler Projektions-
operatoren 273
eines unitiren Vektorraumes 257

w

Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Teilchen-
impuls 248, 253, 288, 300
Wasserstoffatom
mit Berticksichtigung des Spins
Hamiltonoperator 284
ohne Berticksichtigung des Spins
diskretes Spektrum 282
Energieeigenfunktionen (gebundene
Zustinde) 282
Hamiltonoperator 282
»,Wellenfunktion® siehe Zustandsfunktion
~Wellenmechanik” 261
Wellenpakete
in der de Broglie-Schrédinger-
Materiefeldtheorie 229-232
Zerfliefden kraftefreier 229-230
in der Quantenmechanik 232, 245
kohérenter Zustand eines linearen
harmonischen Oszillators 305
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,Minimumwellenpaket“ 305-306, 331
Zerfliefden kréaftefreier 229-230

y4

Zerlegung der Einheit eines Hilbert-
raumes 273
Zustandsbeschreibung 261
Zustandsfunktion 244, 261
~Entwicklung® nach Impulseigen-
funktionen 253
~Entwicklung® nach Ortseigen-
funktionen 254
Entwicklung nach Oszillator-Energie-
eigenfunktionen 255, 299
Fouriertransformation 247
Zustandsbeschreibung 240-241
Zustandsraum 261
allgemeines Konstruktionsprinzip 265
fiir Systeme mit N Teilchen in drei Raum-
dimensionen
spinlose Teilchen 264
fiir Systeme mit N Teilchen in drei Raum-
dimensionen 263-265
Teilchen mit Spin 264
fir Systeme mit einem Spin—%—Teilchen
in drei Raumdimensionen 263
fiir Systeme mit einem Spin-s-Teilchen
in drei Raumdimensionen 263
fiir Systeme mit einem spinlosen Teil-
chen in drei Raumdimensionen 262
fiir Systeme mit einem spinlosen Teil-
chen in einer Raumdimension 261
»Zustandsreduktionen® siehe Umpraparatio-
nen
Zustandsvektor 261
Anderung durch Umpréparation
290-292,326-328
als Ergebnis einer vollstindigen Pripa-
ration 334
Berechnung von Wahrscheinlichkeiten
285, 324
einer Gesamtheit, die beziiglich einer
Observablen streuungsfrei ist 303
eines stationdren Zustandes 308-309
zeitliche Anderung 295
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Kapitel 5

Fundamentale physikalische Konstanten und Um-
rechnungsfaktoren

Seit der am 16. November 2018 von der Generalkonferenz fur Mafs und Gewicht beschlosse-
nen grundlegenden Revision des SI-Einheitensystems legt ein Satz von sieben physikalischen
Konstanten mit festgelegten Werten ("exakt”) das System vollstdndig fest und bildet die Definiti-
onsgrundlage fiir alle Einheiten des SI-Systems. Dieses neue SI-System liegt CODATA seit 2018
zugrunde.

Die folgenden Zahlenwerte fiir die fundamentalen physikalischen Konstanten sind dem 2022
vom Committee on Data for Science and Technology (CODATA) empfohlenen konsistenten Satz
von E. Tiesinga, P. J. Mohr, D. B. Newell und B. N. Taylor entnommen.!

Die Ziffern in Klammern hinter einem Zahlenwert W kennzeichnen die Unsicherheit in den
letzten Stellen des Wertes. Die Unsicherheit ist als einfache Standardabweichung o angegeben.
Die Chance, dass der wahre Wert im Intervall W+ o liegt, betragt 68,27%, sie betragt 95,45% fir
das Intervall W= 20 und 99,73% fiir das Intervall W+ 3c.

Die Werte sind in gaufsschen cgs-Einheiten angegeben. In jenen Féllen, in denen eine Formel
angefiihrt ist, bezieht sich diese ebenfalls auf das gaufssche cgs-System. Umrechnungsfaktoren
fiir den Ubergang zu SI-Einheiten sowie zwischen einigen in der Atomphysik gebriauchlichen
Energieeinheiten sind im Anschluss an die folgende Tabelle zu finden.

Punkte ... stehen fiir weggelassene weitere exakte Ziffern. Beispielsweise ist die Elementarla-
dung im SI-System durch 1,602176634 -1071° C (exakt) gegeben, woraus im cgs-System der Wert
e = 1,602176634 - 10719 2,99792458 - 101°/10 erg!/2 - cm/2 = 4,80320471257 ... - 10710 erg!/2 . cm1/2
folgt.

Grofse Symbol Formel Wert
Vakuumlichtgeschwindigkeit c 2,99792458-10% cm - s~! (exakt)
Planckkonstante h 6,62607015-10727 erg - s (exakt)
(Wirkungsquantum) h h/2m 1,054571817...-107%" erg - s
elektrische Elementarladung e 4,80320471257...-10710 erg!/2 . cm1/2
Avogadrokonstante 3 -1

N, 6,02214076-10-° mol~" (exakt
(loschmidtsche Zahl) A ( )
Boltzmannkonstante kg 1,380649-107 16 erg- K1 (exakt)

ISiehe https://physics.nist.gov/cuu/Constants/
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Grofse Symbol Formel Wert
Gravitationskonstante G 6,67430(15)-1078 dyn - cm?- g2
Feinstrukturkonstante a e2/he 7,2973525643(11)-1073
(Sommerfeldkonstante) 1/a 137,035999177(21)

Ruhmasse des Elektrons  m, 9,1093837139(28)-10"8 g
Ruhmasse des Protons my, 1,67262192595(52)-107%4 g
Ruhmasse des Neutrons  my, 1,67492750056(85)-107%4 g

Verhéltnis aus Proton-

my/m 1836,152673426(32
und Elektronruhmasse p/Me (32)

Rydbergkonstante fiir

, Re mee*/arhc 1,0973731568157(12)-10° cm™!
unendliche Kernmasse

Rydbergkonstante fiir

R R 1+ 1,0967758340277(12)-10° -1
das Wasserstoffatom H oo/ ( me/mp) (12) cm

bohrscher Radius fir B mge?

_ ao 5,29177210544(82)-10~° cm
unendliche Kernmasse

bohrscher Radius fiir

a ag(1 +m./m 5,29465409460(82)-10~2 cm
das Wasserstoffatom H o e/Mp) (82)

Hartree-Energie Ey, e?/ay 4,3597447222060(48)-10~ " erg
klassischer Elektronradius r, e?/mec? 2,8179403205(13)-10713 cm
Comptonwellenlange Ace h/mec 2,42631023538(76)-101° cm

des Elektrons ’

Comptonwellenlinge himpye 1,32140985360(41)-10723 cm

des Protons ’

Comptonwellenldnge ) h/mpc 1,31959090382(67)-1013 cm

des Neutrons ’

bohrsches Magneton U eh/2mec 9,2740100657(29)-10~2! erg!/2 . cm3/2
Kernmagneton UK eh/2myc 5,0507837393(16)-10724 erg!/2 . cm3/2
magnetisches Moment 9,2847646917(29)-10~2 erg!/? . cm3/2

des freien Elektrons

magnetisches Moment
des freien Elektrons in Ue/UB 1,00115965218046(18)
bohrschen Magnetonen

gyromagnetischer Faktor

2 2,00231930436092(36
des Spins des Elektrons Ese Heli (36)
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Grofse Symbol Formel Wert
magnetisches Moment Kp 1,41060679545(60)- 1023 erg!/2 . cm3/2
des freien Protons
magnetisches Moment
des freien Protons in Mp/HK 2,79284734463(82)
Kernmagnetonen
gyromagnetischer Faktor
2 5,5856946893(16
des Spins des Protons Es.p #o/HK (16)
magnetisches Moment 4 -0.96623653(23)-10-23 erg”z . em3/?
des Neutrons
magnetisches Moment
des Neutrons in Un/ UK -1,91304276(45)
Kernmagnetonen
gyromagnetischer Faktor n /i -3,82608552(90)

des Spins des Neutrons

Umrechnung zwischen einigen in der Atomphysik gebriuchlichen Energieeinheiten?

1eV =1,602176634-10712 erg = 1,602176634-1071° J (exakt)
1 Ry = 2,1798723611030(24)-10~!! erg = 2,1798723611030(24)-10718 J

= 13,605693122991(53) eV

1 hartree = 4,3597447222060(48)- 10~ erg = 4,3597447222060(48)-10718 J
= 27,211386245981(30) eV

1 atomare Energieeinheit = 1 hartree = 2Ry

Umrechnung von gaufdschen cgs-Einheiten in SI-Einheiten

co = 2,99792458-1010

Zahlenwert der in cm/s angegebenen Vakuumlichtgeschwindigkeit (exakt)

Lange

Masse

Kraft

Energie

Leistung

elektrische Ladung
elektrische Stromstirke
elektrische Spannung
elektrische Feldstarke

2Siehe die Fufdnote von Seite 355.

lcm=10"2m

1g=10"3kg
1dyn=10"N
lerg=10""7]J
lerg/s=10""W (W=V-A)

1erg!/2.
1erg!/2.
1erg!/2.
1 erg!/2.

cm2210¢51 C(C=A-s)
cm'/2.5s71 2 10¢5t A
cm~Y2210"8¢, V

cm™322107%¢, V/m
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elektrische Verschiebung 1erg!/2.cm=32 2 10° (47cy)~! C/m?
elektrischer Fluss lerg!2.cm2 210 (47mcy)~! C

elektrisches Moment lerg!/2.cm32 2 (10¢y)™ 1 C-m

magnetische Feldstirke lerg!’2.cm™32=10e 2103 (47)"! A/m
magnetische Induktion lerg/2.em™32=1G 21074 T (T =V-s/m?)
magnetischer Fluss lerg!/2.cm!2 =1 Mx 210783 Wb (Wb = V-s)
magnetisches Moment lerg!/2.cm32 21073 A-m?
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